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 مقدمه

حوزه مهم مطالعاتی محسوب می شود که دستاورد پیشرفت های اتفاق افتاده در رشته از  DSP(Digital Signal Processing)پردازش سیگنال رقومی 

این تکنیک در آسان کردن کارها کمک زیادی به بشر می نماید. بعنوان مثال در عرصه موسیقی و برای  های مهندسی ارتباطات و فناوری رایانه ها است.

به شما این  MP3کیلو بایت در ثانیه، ساعت ها وقت نیاز است. نرم افزار فشرده ساز  65در حد بارگذاری یک صدا و با در نظر گرفتن سرعت بارگذاری 

 -2اینکه یک سیگنال چیست؟  -1%  در عرض چند دقیقه بارگذاری انجام شود. این عمل با دانستن 09امکان را می دهد تا با کاهش اندازه فایل به 

این سه مرحله بخشی از پردازش  .ب جدی به سیگنال اصلی وارد نیایداز این سیگنال را حذف نمود تا آسیچگونه می توان بخشی  -3چگونه رقمی می شود 

 است.   DSPرقمی سیگنال یا 

MtlA
Typewriter

MtlA
None set by MtlA

MtlA
Typewriter

MtlA
Textbox



 ارقام

؟ احتمالا 19چرا در مبنای  DECIMAL.اعداد کسری و ممیز  <نسبت )مقایسه دو چیز غیر همسان( ”    ”  نشان دهنده یک  Aفلسفه ایجاد رقم حرف 

چرا گاهی  (1( و وصل جریان )9چرا کامپیوتر از اعداد در مبنای دو استفاده می کند؟ چون از ترانزیستوراستفاده می کند: قطع ) انگشت داریم؟!! 19ن چو

دام . ک15و دومی در مبنای  2برابرند. اولی در مبنای    3216و  9911991999919191اعداد  استفاده میکنند؟ 15برنامه نویسان از مبنای 

بطور متوالی   (:4.3.6)مثلا  2به عدد در مبنای  19برای تبدیل عدد در مبنای  بیت در سیستم دوبیتی است. 4مبنایی  15در واقع هر بیت  آسانتر است؟

 بطور معکوس نوشته می شود: 2تقسیم می کنیم حاصل و باقیمانده را بدست آورده در نهایت عدد در مبنای  2را بر  4

 و صفر 2=4/2

 و صفر 1=2/2

  1و  9= 1/2

 ضرب می کنیم و حاصل را بطور مستقیم مینویسیم: 2برای عدد کسری مقدار را بترتیب با حذف عدد سمت چپ در  است 199بنابر این حاصل 

 6..9و  9=2*9.3.6

 9.6و  1= 2*6..9

 9و  1=2*9.6

 2سفه بوجود آمدن این اعداد را بسادگی در جواب معادله درجه است. فل 199.911است و حاصل نهایی  911بنابر این حاصل تبدیل بخش کسری: 

  وقتی که عدد زیررادیکال منفی شود می توان تجسم نمود:

 

 اعداد موهومی

  به این منظور جواب چنین معادله را میتوان به دو بخش حقیقی و موهومی تقسیم نمود مشروط به اینکه فاکتوری بنام

 

میتوان تمامی اعداد را اعداد موهومی تلقی نمود که دارای دو بعد هستند : بخش حقیقی و بخش موهومی و در واقع یک عدد حقیقی در واقع را معرفی نماییم. 

 عدد موهومی را می توان در مختصات قطبی نشان داد: عدد موهومی است که بخش موهومی آن صفر است.

 

دوبعدی نقطه ای در فضا و بر روی دایره ای است که شعاع )مقدار یا بزرگی( آن اندازه مجموع . بنابر این عدد yو موهومی در محور  xحقیقی در محور  

 تعیین میکند این زاویه : xو موقعیت آنرا زاویه نسبت به محور  yو  xمربعات 

 

هد که مقادیر بزرگا و فاز مشابه وقتی است که نشان می د 1منفی باشد( شکل  aاما وقتی موقعیت نقطه بر روی دایره در ربع دوم و سوم قرار گیرد، ) یعنی 

 را اضافه می کنیم. πبه زاویه مقدار منفی و مثبت )بترتیب(  bنقطه در ربع اول و چهارم قرار گیرد. به این منظور با توجه به علامت 



 

 

 سیگنال

یک پارامتر فیزیکی باشد که مقدار یا بزرگای آن نسبت به زمان و یا  هر پدیده متغیر که قابل اندازه گیری باشد سیگنال محسوب می شود. این متغیر می تواند

 رادار،مکان تغییر نماید. بعنوان مثال صدا ) فشار اکوستیک(، ولتاژ ) اختلاف ولتاژ تولیدی توسط یک میکروفون(، موج عبوری از یک فضای مادی، 

وریم یک سیگنال را در دوره های متفاوتی از زمان تجربه کنیم: درجه حرارت شهر و ب مجبلتصویری که توسط یک دوربین ویدئویی، دما منتقل می شود. اغ

سیگنال ها ممکن است با خود خطاهایی را شامل شوند مانند اندازه گیری دما وقتی  انتخاب لباس مناسب برای لحظه بخصوصی که در فضای بیرون هستیم.

بطور دائم قابل اندازه گیری هستند نظیر دما توسط دماسنج ولی در زمان های مختلفی اندازه گیری بعضی از سیگنالها  می وزد. دکه در لحظه خاص باد سر

ت. و اگر در همان لحظه بادی بوزد و دما را پایین آورد اطلاعاتی وجود نخواهد یسمی شوند لذا در حد فاصل بین دو اندازه گیری ها مقدار دما مشخص ن

 دارای ایندکس و مقدار باشد. مثلا درجه حرارت )مقدار( در زمان مشخص )ایندکس(.. باشد discreteته و یا ناپیوسته اندازه گیری می تواند پیوس داشت.

اما در کامپیوتر با وجود . و مقدار ناپیوسته باشد )تعداد آدم هایی که در یک ساختمان در زمان های مختلف باشند(  intigerممکن است ایندکس پیوسته

 continuous/در اینجا هدفمان بررسی سیگنال با اندیس پیوسته و مقدار پیوسته  اندازه گیری می کنند. x[n]آنرا ناپیوسته  x(t)گنال پیوسته بودن سی

continuous  آنالوگ( و سیگنال با اندیس ناپیوسته و مقدار ناپیوسته(discrete/discrete .است )در حوزه دیجیتال یک سیگنال چیزی  )دیجیتال

کار ما را از یک آرایه ) بردار یا ماتریس یک بعدی( نیست. گرچه سیگنالهای دوبعدی نظیر تصویر نیز وجود دارند. در نظر گرفتن آرایه برای سیگنال بیشتر 

 در تحلیل خطی آن آسان می کند.



 آنالوگ در برابر رقومی )دیجیتال(

ز نامش پیداست یعنی مانسته یا دنیای واقعی بعنوان مثال یک صدا که از طریق یک آنالوگ آنطور که انال وجود دارد: آنالوگ و دیجیتال. دو نوع سیگ

ونه برداری یا نم samplingسیگنال دیجیتال سیگنالی است که از طریق .   x(t)میکروفون در یک نوار مغناطیسی ضبط می شود. یعنی کپی یک سیگنال

 می تواند کسری یا غیر کسری باشد. nکه  x[n] انسته آن.این نماینده سیگنال اصلی است نه مایجاد می شود و بنابر

 

ساعت، یعنی در هر ساعت یک نمونه یا  Ts=1دوره نمونه گیری است. مثلا اندازه گیری درجه حرارت با  Tsوابسته است. که  t=nTsبا رابطه  tبه  nمتغیر 

.  …-9.93sec-9.92-9.91-9یعنی  Ts=9.91secک ثانیه باشد. یعنی نمونه برداری می تواند در کسری از ی ... ساعت.-3-2-1-9اندازه گیری. 

ثانیه از یک مانسته است در واقع سیگنال بدست آمده مانند ضرب یک سری  9.91نشاندهنده یک سیگنال دیجیت شده با نمونه برداری  4شکل بعنوان مثال 

 ثانیه است.   9.92با فاصله زمانی   impulseضربه 

 

؟ جواب منفی است برای اینکه در این بازه  x[3]=1.6باشد آیا می توان گفت که  x[2]=4و  x[1]=2ض کنید یک سیگنال دارای مقدار فربعنوان مثال 

است. وقتی یک سیگنال  quantizeاطلاعاتی وجود ندارد گرچه این محتمل ترین حدس است. سیگنال های دیجیتال در اندازه یا بزرگا نیز رقمی یا پله ای 

د ه برداری می شود، مقادیر در حافظه ذخیره می شود. هر حافظه مقدار محدودی دقت دارد اگر عدد مربوطه خیلی بزرگ باشد، یا خیلی کوچک باشنمون



مت از یک پمپ بنزین را در نظر بگیرید، ممکن است این پمپ برای نشاندادن قیبعنوان مثال برای جایگیری در محل اختصاص یافته حافظه بریده می شود. 

را نشان دهد با حتی یک  $000.00ت ک باک بزرگ داشته باشید و که قیمرقم برای دلار و دو رقم برای سنت. اگر ی 3رقمی استفاده می کند،  6یک عدد 

وگ به دیجیتال را تبدیل سیگنال آنال 5شکل  است. $9.91سنت( عددی که بعنوان قیمت نشان می دهد مثلا  2مقدار کمی دیگر از بنزین ) چیزی در حدود 

ین موجب نشان می دهد. عکس این حالت نیز وجود دارد. پردازش سیگنال آنالوگ قسمت های الکترونیکی دارد نظیر ترانزیستور، خازن و تقویت کننده. ا

عطف و خطا و حل کردن آن به نیاز به اضافه کننده، ضرب کننده و تاخیر دهنده )رجیستور( دارد. این روش من DSPارزان شدن پردازش می شود ولی در 

 سرعت انجام می شود. 

 

 سیستم چیست

یک سیستم را نشان می دهد که  5شکل  سیستم چیزی است که بر روی یک سیگنال اثر )تغییر( بگذارد. سیستم می تواند یک سخت افزار باشد یا نرم افزار.

 x[n]={1,2,3,4}می تواند یک افزاینده واحد باشد که یک ورودی مانند ال ساده مث می سازد. x[n]را از یک ورودی  y[n]بعنوان یک جعبه سیاه خروجی 

 (FIR)و فیلتر نظیر فیلتر پاسخ ضربه محدود  (FFT ,Ifft)شامل تبدیل فوریه و یا معکوس فوریه مثالهای یک سیستم  تبدیل می کند. y[n]=[2,3,4,6]را به 

 است. (IIR)و فیلتر پاسخ ضربه نامحدود 

 

 transform تبدیل 

ضعیت قبل از معکوس باشد و یک سیگنال را به و این سیستم و تبدیل بهم نزدیک هستند. تبدیل می تواندست که سیستم انجام می دهد. بنابرتبدیل عملی ا

الی و یک خوشبین نیمه پر را درصد خالی باشند. یک بدبین فقط نیمه خ 56و  6.، 69سه ظرف را در نظر بگیرید که بترتیب بعنوان مثال تغییر برگرداند. 

اینجا است که هر می بیند. یعنی اگر از مقدار آب موجود در ظرف از آنها سوال شود پاسخ متفاوت خواهید شنید اولی مقدار خالی و دومی مقدار پر. اما مهم 

شوند تفسیر بدبین و اگر سوال این باشد که مقدار آب  تفسیر برای یک مورد خاص بدرد می خورد یعنی اگر سوال این باشد چقدر آب نیاز است تا ظرف ها پر

 incrementerدر ظرف چقدر است پاسخ خوشبین مناسب تر است. بنابر این واکنش این افراد را می توان یک سیستم تلقی نمود که یکی افزاینده 



است در   inverse transformدومی و روش  ( forward transformاست. روش نخست روش  decrementer)خوشبین( و دیگری کاهنده 

  y[n]=x[n]-1و در دومی  y[n]=x[n]+1روش اول سیستم 

 

را در  2992و  ..10اگر قرار است تعداد سالهای بین بعنوان مثال بعضی وقت ها عمل تبدیل را به این خاطر انجام می دهیم که اجرای آن آسانتر است. 

به این زبان مشکل دارد لذا بهتر است آنرا  .( کم کنیم روش متداول تفریق مشکل است چون تفریق عدد MMIIو  LXXVIIقالب اعداد یونانی )بترتیب 

یا مثلا حل معادله دیفرانسیل به  . )26 بجایXXV نخست به اعداد لاتین تبدیل و تفریق را انجام و سپس حاصل تفریق را به زبان یونانی بنویسیم ) یعنی 

له را به کمک جدول مخصوص تبدیل و بعد از انجام عملیات جبری بر روی آن نتیجه نهایی باز به کمک یک جدول به حوزه کمک تبدیل لاپلاس. یک معاد

 د.   زمان بر می گردد. از تبدیل لاپلاس بعنوان روشی برای بررسی پایداری سیستم نیز استفاده می شود که در مباحث بعدی به آن اشاره خواهد ش

سینوس یا کسینوس( جالبند چون اغلب در دنیای مانسته ظاهر می شوند. چون توابع توابع سینوسی ) مطالعه قرار می گیرند؟چرا سینوسی ها مورد 

بصورت زیر سینوسی تکرار شونده هستند، کافی است تکه ای از اطلاعات مورد نیاز در دسترس بوده تا بقیه نیز حاصل شود. توابع سینوسی در این مباحث 

 د:نوشته می شون

Magnitude*cos(2π*frequency*t+phase) 

دن یک سیگنال بنابر این کافی است فرکانس، بزرگا و فاز را داشته باشیم تا تابع در هر زمان دلخواه بدست آید. این روش بسیار فشرده ای برای نشان دا

 است. 

 سوال

 سیگنال چیست؟ •

 سیستم چیست؟ •

• X[n] به چه چیزی دلالت دارد؟ 

• X(t) دلالت دارد؟ به چه چیزی 

 چیست؟  9191.91ده دهی  •

 چیست؟ 35.1 عدد  2 مبنای  •

 چیست؟ (2,6)مختصات قطبی نقطه  •

 را به کارتزین تبدیل کنید. degree 26 ,4عدد در مختصات دو قطبی  •

 کوانتیزه کردن در زمان و کوانتیزه کردن مقدار را تشریح کنید. •

 چرا سینوسی در پردازش سیگنال مهم است؟ •



 برای تبدیل قطبی اشکال دارد؟  θ=arctan(b/a) ازه چرا استفاد •

 فرق آنالوگ و دیجیتال چیست؟ •

 فیلترها

را افزایش دهیم تا صدا بمتر )فرکانس کمتر( شود.  (bass)بیس  ،این تمایل اغلب وجود دارد تا بر روی سیگنال دستکاری شود بعنوان مثال بر روی دستگاه

این عملیات الزاما پردازش سیگنال دیجیتال نیست چون بر روی سیگنال آنالوگ نیز قابل اعمال است. در واقع فیلترها یا تغییر حدود فرکانسی با اکولایزر. 

 سیگنال ها را تغییر می دهند. 

 عملکرد یک فیلتر چیست؟  •

 چگونه می توان یک فیلتر ساخت؟ •

 در این فصل به این موارد اشاره خواهد شد.  •

در شکل وسط خروجی سیگنال بعد  د که نماینده تغییرات درجه حرارت است )در اینجا بعنوان یک سیگنال ورودی(.یک سیگنال را نشان میده 1شکل 

این سیگنال فیلتر شده چقدر  اعمال فیلتر پایین گذر نشان داده شده است. یعنی عملکرد فیلتری که اطلاعات فرکانس کم را نگه می دارد. ضمنا توجه کنید:

داده بدست آمده یکی بیشتر از داده اولیه است. به این خاطر که معمولا دادهای خروجی مساوی تعداد داده ورودی بعلاوه داده تعداد  به اولی مانند است؟

 .1ضرایب فیلتر منهای 

 

مشاهده می  یعی دارند بگذرند.سیگنال پایینی سیگنال فیلتر شده از نوع بالاگذر است. در این فیلترینگ اجازه داده می شود بخش هایی که در خود تغییر سر

شاهد اعمال فیلترهای پایین گذر بر روی یک سیگنال اولیه  2همچنین در شکل  شود که اغلب نقاط حول صفر هستند که نشاندهنده تغییرات کم هستند.

الا گذر داده های فرکانس بالا عبور می )شکل بالایی( هستیم که حاصل آن عبور داده های فرکانس کم است )شکل وسط(. همینطور بعد از اعمال فیلتر ب

 دارند.  9.6-و  9.6هر دو دو ضریب  کنند.



 

هر نیز اثر دو فیلتر بالاگذر )شکل پایین( و پایین گذر )شکل بالایی( را بر یک سیگنال ورودی ) بالایی( نشان می دهد. آنطور که مشخص است  3.2شکل 

 SHARPرا با شیب کم دربر می گیرند. بنابر این برای یک فیلتر خوب انتظار داریم شاهد برش تیز تر دو فیلتر ایده آل نیستند چون یک بازه وسیعی 

CUTOFF  برای فیلتر بالا گذر هستند.   [9.6- ,9.6]برای فیلتر پایین گذر و  [9.6,9.6]باشیم. این فیلترها شامل دو ضریب 

 FIRفیلتر پاسخ ضربه محدود 

و تاخیر  Multiplier، ضرب کننده adderه در پردازش سیگنال رقومی کاربرد زیادی دارند. این فیلترها مرکب از جمع کننده دسته هایی از فیلتر هستند ک

هستند. در دیاگرام هایی که فیلتر را نشان می دهد یک دایره با علامت مثبت وجود دارد که جمع کننده است و موقعی استفاده می شود که  Delayدهنده 

ضرب کننده ها از بخش های پیچیده تری  بیشتر باشد. از نظر ساختاری عمل جمع توسط یک سامانه درختی افزاینده ایجاد می شود. 2ی از تعداد ورود

 بهتر است تا عدد را سه تا به سمت چپ 8برخوردارند: بنابر این در بعضی از اوقات توسط بخش های ساده تر تفکیک می شوند. بعنوان مثال برای ضرب با 

کند که  جابجا کنیم. یک ایراد این کار در این است که رجیستر جابجا کننده مانند ضرب کننده دارای ویژگی انعطاف پذیری نیست و فقط وقتی کار می

سترها برای ذخیره کردن المان های تاخیری می توانند رجیستر باشند. در واقع چون رجی . 8=   23داشته باشند مثلا در مورد بالا  2اعداد مورد استفاده توان 

د زمانی ، سیگنال یک مقدار برای زمان کوتاه مورد استفاده قرار می گیرند، بعنوان المان تاخیر دهنده تلقی می شوند. داشتن دو رجیستر در یک ردیف دو واح

پاسخ ضربه ”اده ورودی می شود. اصطلاح نماینده حالت عمومی است که در آن واحد تاخیر دهنده باعث شیفت زمانی د 3.3را تاخیر می دهند. شکل 

یک تابع ضربه یک ورودی خاص است که مقدار آن بجز در یک نقطه که واحد  رد.اروندی است که طی آن فیلتر بر روی یک سیگنال اثر می گذ“ محدود

 به فیلتر پاسخ ضربه محدود نام گذاری می شود. در قبال این تابع محدود به زمان خاص است و لذا  FiRاست، در بقیه مکانها صفر است. پاسخ یک فیلتر 

 

 بخش های یک فیلتر

دهنده همانطور که قبلا ذکر شد، بخش های محدود از یک سیستم را فیلترها تشکیل می دهند که این بخش ها بنام اضافه کننده، ضرب کننده و تاخیر 

 ده و جمع کننده دیده می شوند.در مثال زیر واحد ضرب کنن .ها از این نوع فیلتر هستند IIR هستند.

A=[1,2,3,4], b=[2,1,2,1] 

c[9]=a[9]+b[9], c[1]=a[1]+b[1], c[2]=a[2]+b[2], c[3]=a[3]+b[3] 

 

 
   -          

   -               -   



c[9]=1+2, c[1]=2+1, c[2]=3+2, c[3]=4+1 

C=[3,3,6,6] 

C=[2,2,5,4] 

 c[n]=a[n]+b[n] 

 

هر سیگنال خارج از محدوده اندیس صفر باشد بنابر این اگر سیگنال را یک واحد تاخیر واحد تاخیری یک سیگنال را جابجا می کند. فرض می کنیم مقدار 

 X=[1,3,6]ایجاد شود، و مقدار سیگنال  Yرا یک واحد تاخیر دهیم تا سیگنال  Xدهیم می توانیم صفر را در شروع آن وارد کنیم. بعنوان مثال اگر سیگنال 

 ر این از نظر ریاضی این دو سیگنال بصورت زیر با هم رابطه خواهند داشت:خواهد شد. بناب Y =[9,1,3,6]باشد سیگنال 

 مثال: ضرب کننده ها

a= [1,2,3,4], b=[2,1,21], c? 

c[9]=a[9]b[9], c[1]=a[1]  b[1], c[2]=a[2]  b[2], c[3]=a[3]  b[3] 

c[9]=1 2, c[1]=2 1, c[2]=3 2, c[3]=4  1 

C=[2,2,5,4] c[n]=a[n]b[n] 

 

 تلفیق ضرب و جمع کننده

a= [1,2,3,4], b=[2,1,2,1], c? 

c[9]=[1 o.6-2 9.6, 2 9.6-1 9.6, 3 9.6-2 9.6, 4 9.6-1 9.6] 

C=[-9.6,9.6,9.6,1.6] c[n]=9.6a[n]-9.6b[n] 

 

X[-1]=9,      y[9]=9, 

X[9]=1,      y[1]=1, 

X[1]=3,      y[2]=3, 

X[2]=6,      y[3]=6, 

 

 

           

     



 :y[n]=x[n-1]صاً مشخ •

 ”z-transform”نیز نشان می دهند.  z-1( المان تاخیر را ..3)در شکل Dبجای  •

 

 FIRساختارهای فیلتر 

با  FIRرا نشان می دهیم و به بعضی از ویژگی های آنها می پردازیم: توصیف  FIRتا بحال دیده ایم که چگونه فیلتر ساخته می شود. حال چند تا از فیلترهای 

ها منظم هستند و وقتی اعداد مرتبط با ضرب کننده ها مشخص باشند فیلترها کاملاً  FIR ه، و اینکه چگونه تابع ضربه واحد با آنها چگونه کار می کند.معادل

 (.9.6,9.6را نشان می دهد )با ضرائب  FIRیک  3.8مشخص می شود. این اعداد به ضرائب فیلتر معروف هستند. شکل 

 

گویند. فرض کنید در شکل قبل ورودی  feed-forwardهستند. به این ویژگی  FIRت )چپ به راست( است که شاخص جهت فلش ها یک سم

x[n]=[1,9]  9در مرحله زمانی  9و بعداً  ]9.6,9.6[باشد. خروجی باید  ،x[9]  بعنوان ورودی و هر چیزی قبل از این صفر است )پس ورودیD  نیز

 است: x[1]ورودی ولی خروجی کل   x[9]مقدار  Dصفر است( در مرحله بعد برای 

 y[9]=9.6x[9]+9.6x[-1] 

 y[1]=9.6x[1]+9.6x[9] 

y[n]=9.6x[n]+9.6x[n-1] 

برای یک سیگنال محدود و مجزا وجود دارد که در اندیس آن لحاظ می شود. در این مفهوم هر مقدار قبل و بعد از اندیس صفر تلقی  supportمفهومی بنام 

 . supportدر درون اندیس نیز می تواند صفر باشد. مثلاً اگر حداقل درجه حرارت در طول هفته ملاک باشد، یک ورودی با اندیس یا  supportمی شود. 

 نیز در حیطه ورودی شامل می شود.     که حتی مقدار صفر را [1,9,2,9-,2,1,9]خواهیم داشت مانند: 

 مسئله

 را بصورت یک معادله بیان کنید. yچیست؟   yباشد، x={1} اگر 3.0در شکل 

 



(. تعداد Kبه این دلیل که ما از صفر شروع می کنیم تا  K+1) نشان می دهد.  K+1را برای فیلتر با ضریب  FIRقالب عمومی یک فیلتر  3.19در شکل 

می نامند. یعنی  kمرتبه این فیلتر را مرتبه  مساوی است. اما tapدادی تعداد ضرائب به تعداد رنیز می گویند. بصورت قرا tapsضرائب فیلتر تعداد 

taps=order+1  بعنوان مثال یک فیلتر با ضرائب{b9 ,b1 , ….. ,bk}  ،K+1  ضریب یاtaps  دارد و مرتبه یاorder  این فیلترK  .است 

 معادله خروجی بصورت زیر است: 3.19برای شکل 

y [n]=b[9]x[n-9]+b[1]x[n-1]+b[2]x[n-2]+…..+b[k]x[n-k]. 

 

 FIRشکل عمومی فیلتر 

 

 مثال

 را حساب کنید. x [1,9,9,2,9,1,4,3]  ،yو  b [9.1,9.2,.9.3]با داشتن 

 جواب:

y[n] = x[ n-2]b[2]+x[n-1]b[1]+x[n]b[9] 

 معادله فوق را نوشته و چارت را می سازیم:

y[9] = 9 b[2]+ 9 b[1]+x[9]b[9] 
y[1] = 9 b[2]+ x[9] b[1]+x[1]b[9] 
y[2] = x[9] b[2]+ x[1] b[1]+x[2]b[9] 
y[3] = x[1] b[2]+ x[2] b[1]+x[3]b[9] 
etc 

 ، خواهد بود:bبردار ستونی و مقدار اسکالر برای  xمقادیر موجود را در معادله قرار می دهیم: برای 

 

 در واقع حاصل ضرب یک ماتریس و یک بردار است:



 

 در قالب عمومی می توان نوشت:

 

 را نوشت: 6مقادیر )مثلاً( با اندیس  می توان یکی از

 

 که معادل است با:

 

 کانولوشن نام دارد.  است که اصطلاحاًدر واقع همان معادله قبلی  که

 

 مثال

 باشد و بر اساس معادله کانوولوشن، فیلتری که این معادله )کانوولوشن( را اجرا می کند چیست؟ b=[9.3,9.0,9.4,9..]اگر 

 

 را می توان مانند یک مستطیل نشان داد که در داخل آن اعداد هستند: FIRیک برای آسانی کار 

 



X[n]=1  یک مورد خاص است که ضربه واحد نام دارد چون یک مقدار غیر صفر منفرد یک واحدی است. ویژگی جالب آن این است که ضرایب فیلتری از

به این معنی است پاسخ ضربه مانند ضرایب فیلتر، حداقل برای  bبرابر  hن می دهیم. در واقع نشا h[n]به ما می دهد. ما پاسخ ضربه واحد را  FIRنوع فیلتر 

 ، است. FIRفیلتر 

 اجرای دستی کانولوشن

 است. خروجی را محاسبه کنید. b=[5,.,8]با ضرائب  FIRبه یک فیلتر  x=[1,2,3,4,6]فرض کنید سیگنال ورودی 

1   2   3   4   6 

5   .   8 

……………………. 

5   12   18   24   39 

.   14   21   28   36 

      8   15   24   32  49 

……………………………………….. 

5   10   49   51   82   5.   49 

 تذکر: ضرب فیلتر در سیگنال ورودی نیز همین نتیجه را خواهد داشت.

 عِلیّ بودن، خطی بودن و ناوردایی نسبت به زمان

سه ویژگی یک سیستم محسوب می شوند. سیستمی ”time invariance“و ناوردایی نسبت به زمان ”linearity“بودن  ، خطی ”casualty”علِّی بودن

علی زیر  علی است. ولی سیستم y[n]=9.1x[n]سیستم مثلاً  علِّی است که در محاسبه خروجی فقط از مقادیر حاضر و یا قبلی ورودی استفاده نماید.

 نیست. 

 

 مسئله

 ستم های زیر علی نیست؟کدامیک از سی

 

 

 

 

 

 



 سیستم خطی

اگر یک سیستم خروجی داشته باشد که مساوی ورودی ضرب در یک عدد ثابت باشد به آن سیستم خطی گویند. یک سیستم خطی خصوصیت مقیاس پذیری 

scaling  و جمع پذیریadditivity .کرد سیستم وقتی که ورودی ضرب در یک مقدار مقیاس پذیری به این معنی است که نتایج بدست آمده از عمل دارد

با هم جمع کرد قبل از اینکه  معنی جمع پذیری اینست که می توان دو سیگنال را ثابت شود مساوی وضعیتی است که خروجی ضرب در یک عدد ثابت شود.

     y3=system(x1+x2) =y1+y2ا، با هم جمع نمود یعنی فیلتر خطی بر هر یک اعمال نمودیم یا می توان دو سیگنال را بعد از اعمال فیلتر خطی بر آنه

                          جواب مساوی است.
         

 scaling  خواص فیلتر

 

 additivity   خواص فیلتر

 

 “جمع پذیری”خواص فیلتر 

بترتیب خروجی و   x[n]و  Y[n]خطی است.  تم زیرعمل جمع پذیری با ضرب هر ورودی در عدد ثابت ) نه ضرب ورودی ها با هم( نیز ممکن است. سیس

 ثابت است.  cورودی قبلی و  x[n-1]ورودی حاضر و 

 

Time-invariant 

واحد شیفت   x[n] ،kناوردایی زمان به این معنی است که خروجی یک سیستم انعکاس دهنده همان شیفتی است که سیگنال ورودی دارد. یعنی اگر ورودی 

تا زمانی که ضرائب شان نسبت به زمان تغییر  FIRخواهد بود )مثل هم(. فیلترهای  y[n-k]بصورت  y[n]و خروجی   خواهد بود x[n-k]داده شود، ورودی 

 نکند، زمان ناوردا هستند. 

 مثال

رض کنید همچنین ف. h2[n]={2,9,2}دیگر با مقدار  FIRفیلتر    system2و h1[n]={1,1,1,1}است با  FIRفیلتر   system1فرض کنید

x[n]={2,4,5,8,19}  اگر .output1 =h2*(h1*x)  وoutput2 =h1*(h2*x) این دو خروجی چه ارتباطی با هم دارند؟ چرا؟ ، 

    x*( h1*h2) .این تاثیر عملگرهای کانوولوشن آنها مساوی استبنابر (LTI)دو سیستم خطی هستند و زمان ناوردا 



 حسب ورودی/خروجی بیان کنید.سیستم را بر  مثال: آزمایش خطی بودن یک

  :بعنوان مثال 

System(x)=2x[n]-3x[n-1] 

 asystem(x)=system(ax) آزمایش  

system(ax)=2(ax[n])-3(ax[n-1]) 

=a(2x[n])+a(-3x[n-1]) 

=a(2x[n]-3x[n-1]) 

=asystem(x) 

  system(x1)+system(x2)با  system(x1+x2)آزمایش مساوی بودن 

 برای مثال:

 دو آزمایش صحیح بوده و این سیستم خطی است.هر 

 

  :بعنوان مثالسیستم را بر حسب ورودی/خروجی بیان کنید. . آزمایش برای زمان ناوردایی

 

ی شود. بعبارت عمال مسیستم را امتحان کنید تا ببینید که آیا تعداد اختیاری از تاخیرات دارای تاثیر مشابه است فارغ از اینکه آن بر روی ورودی یا خروجی ا

را در نظر  ()delayیکی است. توجه کنید که باید تمام توابع  system(delay(input))را برای اینکه ببینیم با  delay(system(input))دیگر 

 بگیریم. اگر تست برای تاخیر یک زمان شکست بخورد ولی برای دومی این مورد تکرار نشود گوییم این سیستم ناوردا است. 

 جابجا کنید بنابر این n-dرا با  nواحد زمانی تاخیر دهید به این معنی که اندیس  dرا به مقدار  xمثال  بعنوان

 delay(x)=x[(n-d)] :به این معنی که 

System(delayd(x))=2x[(n-d)]-3x[(n-d)-1 

 از بالا استنباط می شود که:

System(x)=2x[n]-3x[n-1] 

 به همراه دارد:بنابر این این تاخیر نتیجه زیر را 

Delayd(System(x))=2x[(n-d)]-3x[(n-d)-1] 

 تست زمان ناوردایی سیستم

 با کانولوشن اجرا می شوند و عملگر کانولوشن جابجایی پذیر است یعنی ترتیب دستور مهم نیست:  LTI سیستم

 h1*h2=h2*h1 



 همچنین خاصیت شرکت پذیری دارد :

h2*(h1*x)=(h2*h1)*x) 

 توزیع پذیری نیز دارد:کانولوشن حاصیت 

x*(h1+h2)=x*h1+x*h2  

 فیلترها )بخش دوم(

 پاسخ فرکانسی فیلترها - IIR – correlationفیلترهای  - پاسخ فرکانسی فیلترها

ا با یک سیگنال ورودی در فیلترها می توانند چندین وظیفه را فقط توسط تغییر ضرائب فیلتر انجام دهند. وظائف این  فیلترها وابسته به این است که این فیلتره

گه داشته و حوزه فرکانس چه رفتاری نشان می دهند. در این مورد یک سیگنال با فرکانس های مختلف وجود دارد و فیلتر مقادیری از این فرکانس ها را ن

واژه های دیگری نظیر   باشد.  بعضی از موارد”notch“ذف می کند. بنابر این یک فیلتر می تواند پایین گذر، بالا گذر و میانگذر یا دندانه ای ح مابقی را

و  ”allpass“، تمام گذر  ”differentiator“انواع دیگری از فیلترها نظیر فرق گذار  ”bandreject“و باند پس زن  ”bandstop“متوقف کننده 

تلقی نمود. به عبارت  ”superset“بعنوان یک چیدمان برتر  نیز وجود دارند. در مقایسه با فیلتر، سیستم را می توان ”adaptive filter”فیلترهای سازگار

خوبی برای دیگر یک فیلتر بخشی از یک سیستم است ولی الزاماً سیستم یک فیلتر نیست. اصطلاح های پایین گذر و بالاگذر جامع و فراگیر هستند. مثال 

هستند. اگر چه فرکانس واقعی  1درصد هایی از فرکانس از صفر تا  xطول محور در  یک فیلتر پایین گذر و بالاگذر را می توان در شکل زیر ملاحظه نمود.

بنابر این چه چیزی دو شکل فوق را  ”Frequency magnitude response“دارد.   fs/2تا  9وابسته است و محدوده ای از “ fs“به نرخ نمونه برداری 

 stop“یعنی فرکانس هایی که از فیلتر می گذرند و باند ایست  ”pass band“ین باند گذر برجسته می نماید. هر دو نشاندهنده یک انقطاع واضح هستند ب

band”  برای روشن شدن موضوع به شکل زیر فوق مراجعه کنید. فیلترها یک باند تدریجی بین گذر و ه فیلتر آنها را از بین می برد. یعنی فرکانس هایی ک

صفر درصد افت “ در حدود” به  199“ حدود“از  در ”Frequency magnitude response“کانسی ایست دارند. محدوده ای که پاسخ بزرگای فر

دارند. بجای مابقی یک پاسخ بزرگای ثابت در باندگذر،  ”ripple“چون فیلترها باند گذر و ایست شکنج“ در حدود”می کند. اما در اینجا باید بگوییم 

یا “ باند تدریجی”دارد. اما وقتی از  ”ripple“شبیه یک موج سینوسی موج دارد که در اینجا شکنج ، پاسخ در حقیقت به بالا و پایین برای مثال

“passband”  نمای نزدیک باندگذر شکنج )بالا(، باند تدریجی )میانی( و باند ایست   3.10صحبت می شود، از این شکنج ها صرفنظر می شود. شکل

تفاوت دارد از این جهت که  .3.1مختلف است این شکل از شکل  ”cutoff“قعیت که دارای فرکانس برش )پایینی( را نشان می دهد. فارغ از این وا

چرا باند  قابل مشاهده نیست. .3.1خیلی کمتر در قسمت بالا و پایین شیب دارد. باند گذر و ایست شکنجی در هر دو شکل وجود دارد ولی در  yمحور 

است “ اسخ بزرگای فرکانسیپ”کیل شده ) بجای سینوسی در باند گذر( است؟ چون نموداری که می بینیم از قله های کوچک تش 3.10ایست در شکل 

 است. که در آن مقدار مختلط را بر می گرداند و در اینجا ما از تابع ”discrete Fourier transform“دیل فوریه گسسته بدست آمده که از تب

 

ستفاده می کنیم به همین دلیل بجای دیدن موج سینوسی فقط مقادیر مثبت را مشاهده می کنیم. همچنین ملاحظه برای پیدا کردن پاسخ بزرگای فرکانسی ا 

 می شود که قله ها بتدریج کوچکتر می شوند. 



 

نیز می شناسند  ”differencing“ یک فیلتر پایین گذر ممکن است به نام فیلتر میانگین نیز خوانده شود در حالیکه فیلتر بالاگذر را با نام دیگر فیلتر تفاضلی

ملاحظه می شود که  9.6 , 9.6دارای دو ضریب  FIRاین نام ها در واقع بدلیل عملکرد این فیلترها به آنها منتسب می شود. بعنوان مثال اگر یک فیلتر 

ارائه می کند اگر ما پاسخ فرکانسی این را  میانگین ورودی حال و قبلی را y[n]=(x[n]+x[n-1])/2یا هم ارز آن  y[n]=9.6x[n]+9.6x[n-1]خروجی 

فاضلی مورد بررسی قرار دهیم ملاحظه می کنیم که در این فیلترها فرکانس پایین حفظ و فرکانس بالا حذف می شود عکس این موضوع در مورد فیلتر ت

  .است y[n]=(x[n]-x[n-1])/2یا  y[n]=9.6x[n]9.6x[n-1]صادق است. خروجی فیلتر تفاضلی 

به این معنی است که فرکانس های در محدوده مشخص عبور نموده در حالیکه فرکانس های دیگر و خارج از این محدوده عبور نمی (bandpass) ندپس با

کیلوهرتز  29تا  19یک فیلتر باندپس ممکن است اجازه عبور فرکانس های بین بعنوان مثال نمایند )میرا شده یا از بزرگای کمی برخوردار خواهند بود(. 

(kHz)  محدودیت ایجاد کند. مفهوم ایست باند  19و کمتر از  29را بدهد ولی برای فرکانس های بالاتر ازbandstop  عکس این مورد است و در

 مشخص است.  21و  29شکل های 

 

 

از فرکانس ها قابل عبور هستند چیزی که بعنوان  ملاحظه نمود که در آن فقط محدوده باریکی 22نمونه های دیگری از این فیلترها را می توان در شکل 

برای اینکه ببینیم چگونه  فیلتر باندپس را ملاحظه می کنید که در دو گستره کار می کند. 21قبلا معرفی نمودیم و یا در شکل  notch filterفیلتر شانه ای 

بینیم )مانند شکل های قبل(. برای داشتن پاسخ بزرگای فرکانسی اول، تبدیل یک فیلتر عمل می کند، می توانیم نموداری از پاسخ بزرگای فرکانسی ان را ب

را بر روی ضرائب فیلتر انجام داده می شود. این ضرائب صفر بوده تا باعث نرم شدن منحنی شوند. در اینجا فرض بر آن است که تعداد  DFTفوریه مجزا 

پایین گذر و یکی بالاگذر.  فقط نیمه  ی: یکبه دو فیلتر توجه می کندثال زیر مهستند.  2عدد  باشد که توانی از 128ضرائب عبوری به این تابع کمتر از 

 نخست طیف را نشان می دهیم نیمه دوم تصویر، تصویر آینه ای آن است چون سیگنال ورودی حقیقی است.  



 

 IIRفیلترهای 

 

را انجام می دهند. اما اگر اجازه دهیم پاسخ ها برگشت پذیر  FEED-FORWARDفقط محاسبات روبه جلو  FIRفیلترهای پاسخ ضربه محدود 

باشد در این صورت بینهایت پاسخ خواهیم داشت. به همین منظور به این فیلترها فیلترهای پاسخ نامحدود گویند. فیلتر زیر را   FEED-BACK)بازخوردی( 

 در نظر بگیرید. معادله خروجی آن به صورت زیر است:

Y[n]=9.4y[n-1]+9.5x[n]+9.2x[n-1] 

در هر دو طرف عبارت آورده می شود به این معنی که بخشی از خروجی فعلی به خروجی قبلی  y[n]اغلب عبارت تاخیری اول نوشته می شود. خروجی 

 وابسته است. 

 اگر یک تابع ضربه از این فیلتر عبور کند، خروجی بصورت زیر خواهند بود:

 

می شود و در نهایت به صفر تمایل پیدا می کند. با توجه به محدودیت های توابع، در تحلیل این نوع از فیلترها این مورد خروجی با گذشت زمان کوچکتر 

(  تابع ضربه صفر است، بخاطر ویژگی بازخوردی بودن این فیلترها، خروجی های بعدی 1مهم است. برای این نوع از فیلتر چون تمام ورودی بعدی )بعد از 

ار دار قبلی( خواهد بود. از نظر تئوریکی خروجی هیچگاه به صفر نمی رسد ولی با توجه به ماهیت دیجیتالی فیلترها که از دقت محدودی برخورد* مق 9.4)

ت. فیلتر شکل قبل مشابه اس فرض کنید فیلتر شکل زیر در دسترس است. در یک نگاه سریع، این فیلتر به است، در این مباحث مقدار به صفر می رسد.

 است. 1کمی وجود دارد اما قابل ملاحظه است چون ضرائب متفاوت هستند. در اینجا ضریب بازخورد  تفاوت

 

 اگر یک تابع ضربه از این فیلتر عبور کند، خروجی بصورت زیر خواهند بود:



 

دیده می شود   3.25که در شکل  IIRهای است: مفهومی که به پاسخ ضربه بینهایت معروف است. فیلتر 9.8خروجی تا هنگامیکه ورودی صفر است 

 بصورت زیر است:  3.25است. خروجی این فیلتر در شکل  1.1ممکن است رفتار نامناسب داشته باشند. در اینجا ضریب بازخورد 

 

 

تیکه خروجی به صفر برسد در خوانده می شود در صور ”stable“خروجی در این فیلتر ممکن است به بینهایت )مثبت یا منفی( برسد. یک فیلتر پایدار 

گفته می شود. اگر به مقدار “ پایدار مشروط”حالیکه ورودی به صفر افت کند. اگر خروجی در حول و حوش یک مقدار ثابت نوسان کند به این حالت 

 .دیده می شود .3.2، ناپایدار گفته می شود. شکل عمومی یک فیلتر در شکل IIRبینهایت میل نماید، به این فیلتر 

 

 IIRتمایلات یک فیلتر ساده 

 که در زیر نشان داده شده است را در نظر بگیرید: IIRشکل ساده یک فیلتر 

 

 با برانداز کردن شکل فوق می توان معادله زیر را از آن استخراج کرد:

y[n]=bx[n]+ay[n-1]               

-]y)یعنی متاثر می شوند. با فرض اینکه سیستم در ابتدا در وضعیت سکون است  xتوسط  مستقیماً yبرای یک تابع ضربه بعنوان ورودی، فقط مقدار اولیه 

 ، نخستین خروجی بصورت زیر است: (9=[1



y[9] = bx[9]+9 

 این خروجی بصورت زیر است:است. بنابر x[9]=1مقدار غیر صفر دارد و    x[9]فقطبرای تابع ضربه 

y[9]=b  

 و

y[n]=ay[n-1],    n>9 

 است. a( زیر آنچه که تعیین کننده است مقدار 3.20وابسته است. در شکل ) aوجی در تمام مدت بطور مستقیم به مقدار چگونه خر

 

 correlationهمبستگی 

که  شودهمبستگی یعنی تعیین این موضوع که چقدر دو سیگنال با استفاده از کانوولوشن به هم شبیه هستند. با اعمال همبستگی عددی منفرد حاصل می 

ضریب ضریب همبستگی نام دارد. یک عدد مثبت و بزرگ بعنوان ضریب همبستگی نشاندهنده ارتباط زیاد بین دو سیگنال است. در حالیکه عدد کوچک از 

ک سیگنال، همبستگی نشاندهنده عدم ارتباط بین دو سیگنال است. عدد منفی نشاندهنده مقایسه یا همبستگی منفی و به معنی این است که با افزایش ی

مشکل وقتی جدی می شود که دو سیگنال ورودی را نمی توان به خط کرد چون محاسبه همبستگی نشاندهنده عدم وابستگی می یابد. سیگنال دیگر کاهش 

ا دیدن دو سیگنال می توان آن دو سیگنال است. برای رفع این کاستی یکی از سیگنال ها باید جابجا شود اما نمی دانیم این جابجایی چقدر باید باشد. گرچه ب

برابر جابجا  Nال به مقدار این جابجایی پی برد. این از جمله مثال هایی است که حل آن برای انسان آسان ولی برای کامپیوتر مشکل است. بنابر این یک سیگن

نوولوشن و از طریق معکوس نمودن یک سیگنال همبستگی از طریق کابدست می آید.  cross correlationمی شود و حداکثر مقدار از همبستگی متقاطع 

معکوس می سازیم. بعنوان مثال اگر  k–آنرا با محوریت صفر و تا  kبا اندیس صفر تا عدد مثبت  y[k]انجام می شود. بجای در نظر گرفتن سیگنال 

y[k]={6,3,1,5}   باشد، می توان آنرا بصورتy[9]=6,y[1]=3,y[2]=1,y[3]=5  .اگر این سیگنال را معکوس نماییم، خواهیم داشت:تفسیر می نماییم 

  y[-3]=5,y[-2]=1,y[-1]=3,y[9]=6  

تنها چیزی که تغییر می کند، اندیس است یعنی  yرا جمع بزنیم. با استفاده از نسخه وارونه )معکوس(  x[n]y[n-k]کانوولو شود، باید  xبا  yاگر 

x[n]y[n-(-k)]  یاx[n]y[n+k] . حاصل از همبستگی، همبستگی متقاطع نام دارد و اگر یک سیگنال با خودش مورد بررسی قرار  خروجی سیگنال

نام دارد. اما تعداد نمونه داده همبستگی متقاطع را متاثر می سازد. بنابر این همبستگی متقاطع باید بر تعداد  autocorrelationگیرد، خود همبستگی یا 

 نمونه تقسیم شود.

 

 مینی ازمعادله بالا تخ 



 

صفر است. اگر مقدار متوسط سیگنال غیر صفر باشد، نیاز  yو  xرا ارائه می کند چون مقدار متوسط را مورد توجه ندارد و فرض می کند که مقدار آن برای 

 است تا بجای آن از معادله زیر )کوواریانس متقاطع( استفاده نماییم:

  

 است که بایست اتوکوواریانس را نیز بدست آوریم:تخمین خوبی از همبستگی متقاطع به این معنی 

 

 داریم: yبرای 

  

 تخمینی از همبستگی متقاطع را می توان بصورت زیر ارائه نمود:

 

 قرار می دهیم. x ،y، بجای  autocorrelationبرای خود همبستگی 

 

 توجه کنید که

 

ر داریم نه با فرایندی که این داده ها را می سازد. همانطور که احتمالا حدس زده باشید این یک تخمین است چون ما با داده های نمونه برداری شده سر و کا

 روابط از آمار و احتمال می آید. همبستگی متقاطع با واریانس

 

 مرتبط است.

مچنین بعد از نخستین محاسبه، از محدوده داریم که مشابه ولی جابجا شده اند. ه yو  x. در این مثال دو سیگنال در ادامه به ذکر چند مثال می پردازیم

تا عضو نخست دیگر می چسباند. نیازی به یافتن جمع  0را بعنوان عضو اول به  yکه آخرین مقدار  [y(19), y(1:0)]با مشخص نمودن  yمختلفی از برای 

 :د. )یادآوری می شود کهنداریم چون این امر بطور اتوماتیک انجام می شو ()sumنمودن ضرب نقطه به نقطه توسط دستور 

 [a b c]transpose[d e f]=ad+be+cf 

 در نهایت عدد را بر تعداد نمونه ها تقسیم می کنیم.  

x=[9     9     1     6     1    -2    -3    -2     9     9]; 



Y=[1     6     1    -2    -3    -2     9     9     9     9]; 

X*y.’/length(x) 

Ans=-9.899 

X*[y(19),y(1:0)].’/length(x) 

Ans=2 

X*[y(0:19),y(1:8)].’/length(x) 

Ans=4.4 

. 

. 

X*[y(2:19),y(1)].’/length(x) 

Ans=1.099 

80 

 در تغییر است. 4.4تا  1.0-جواب از 

[y(0:19),y(1:8)] 

ans= 

9     9     1     6     1    -2    -3    -2     9     9 

>> x 

x= 

9     9     1     6     1    -2    -3    -2     9     9 

 یعنی بزرگترین پاسخ وقتی است که دو سیگنال کاملاً در یک ردیف قرار گیرند. 

را در منفی ضرب می کنیم. در واقع عملیات فوق بدست آوردن همبستگی نیست بلکه همبستگی متقاطع است  yرا مشابه قبل ولی  X، در یک مثال دیگر

است. مشکل دیگر که با این مقدار وجود دارد این است که مشخص نمی کند که آیا این دو سیگنال کاملاً با هم  xمتفاوت از سیگنال  yال چون حالا سیگن

س بود سوال اینجاست که اگر یک سیگنال دیگر وجود داشت مقدار کوواریان y 4.4و  xمنطبق هستند. به عبارت دیگر در مثال اول کوواریانس متقاطع بین 

ضرب می کنیم. در این  19را در   yمتقاطع بیشتری بدست می آمد؟ جواب مثبت است. در مثال بعد این موضوع را نشان می دهیم. برای این کار سیگنال 

دو داده دیگر  (. برای حل این مشکل همبستگی متقاطع را بدست می آوریم که نیاز به44برابر قبل خواهد شد )یعنی  19شرایط مقدار کوواریانس متقاطع 

بسیار مشابه مثال های بالایی هستند بجز آنکه هیچ فرضی  sxyهستند. متغیر  syyو  sxxداریم: اتوکوواریانس دو سیگنال. در برنامه نویسی ایندو متغیرهای 

را شود ملاحظه خواهیم نمود که مقادیر بسیار وقتی برنامه اج در مورد میانگین سیگنال ندارند. برنامه زیر همبستگی متقاطع را بین دو سیگنال پیدا می کند.

در تغییر است و مقداری که به ما در باره سازگاری دو سیگنال یا تشابه آنها به هم گزارش می  1بهتر از گذشته شدند. زیرا عدد حاصل مقداری است که تا 

همبستگی منفی وجود دارد یعنی با  ynو  xر این است که بین می شود که دال ب 1-مقدار همبستگی  (y=-y)یعنی در صورت انتخاب ضریب منفی  دهند.

دو مستطیل می بینیم.  3.39مثال زیر از یک پروژه پردازش تصویر اقتباس شده است. در شکل  کاهش می یابد.  (y)پارامتر دیگر  (x)افزایش یک پارامتر 

هم منطبق یا مطابقت دهیم چیزی که از دید کامپیوتر بسیار سخت ولی انسان هدفمان این است که بطور خودکار این دو تصویر ) در اینجا شیئ( را بر 

اضلاع( آنها به هم شباهت دارند ولی اندازه ) یعنی این دو چیز یا دو نفر به هم چقدر شباهت دارند(. مستطیل ها در زاویهراحتی می تواند آنرا تشخیص دهد )ب

 بچرخد. )شکل(  متفاوت است همچنین ممکن است یکی نسبت به دیگری



 

فاصله هر  برای اینکه بکمک کامپیوتر شباهت ایندو را بررسی نماییم، روی مرز )اضلاع( حرکت نموده و مرکز مستطیل را مشخص می نماییم. از این نقطه

اندازه گیری در یک سیکل  یک از نقاط بر روی مستطیل را با مرکز بدست می آوریم )حرکت از گوشه سمت چپ بالا در جهت عقربه ساعت(. وقتی این

دار خط ممتد متعلق به تصویر و( زیر نشان داده شده ملاحظه خواهیم نمود. نم3.31انجام شد، یک تصویر یک بعدی از این شکل را آنطور که در شکل )

 سمت چپ و نمودار نقطه چین متعلق به شیء سمت راست است. 

 

یء مشابه است. این مورد برای بررسی همبستگی مورد نیاز است. طوری که شکل کوچکتر گسیده شده توجه نمایید که طول مسیر اندازه گیری برای دو ش

)شکل دوم( بوده و برنامه زیر تلاش می کند تا با کشیدن شکل دوم آنرا مانند شکل اول  d2)شکل اول( و  d1تا شکل بزرگتر بدست آید. مقادیر بصورت 

حال اگر عملیات مشابه را برای دو  است. 9.00ته دیده شده است. ضریب همبستگی حاصل از خروجی این برنامه نماید. برنامه زیر به همین مناسبت نوش

( حاصل می شود. با بررسی ضریب همبستگی 3.33شکل مستطیل و مثلث اجرا نماییم و برنامه مربوطه را در محیط متلب نوشته و اجرا نماییم شکل زیر )

 است. 9.52یت مقدار ام در حدود ملاحظه می شود که در این وضع

 

 

 



 سینوسی ها

سیگنال  - دامنه – مقدار اساسی اختلاف فاز - دایره واحد - πعدد  -مروری بر هندسه و مثلثات  - مقدمه ای بر سینوسی ها - در این بخش می خوانیم:

 گیری نتیجه - طیف – بیان سیگنال بصورت مجموعی از سینوسی ها - های هم نوا یا هارمونیک

 مقدمه ای بر سینوسی ها

د جالب باشند چون اغلب سیگنال های آنالوگ، یا سینوسی هستند یا ترکیبی از سینوسی ها ) و یا تخمینی از سینوسی های ترکیبی (. از این نظر سیگنال ها بای

جمع می  همپیانو می زنیم، ترکیبی از سینوسی ها را که با می توان بآسانی با هم جمع زد، یک تکانش زمین )زمین لرزه( بمانند ضربه ای که بر کلیدهای یک

را بررسی کرده  شوند بوجود می آورند. تنها تفاوت آنها این است که این سینوسی ها بر خلاف سینوسی های ایده آل، میرا هستند. در این فصل ما سینوسی ها

 آورند. هدفمان نایل شدن به فهم بهتر سینوسی ها و آماده شدن برای تبدیل فوریه است. و تحقیق می کنیم که چطور آنها با هم جمع شده تا سیگنال را بوجود 

 مروری بر هندسه و مثلثات

آن این است که شاید بیمورد نباشد بگوییم بخش مهمی از متغیرهایی که در ریاضیا ت استفاده می شود از کلمات یونانی بهره می گیرد. و اینکه دلیل عمده 

می کشاند. با در نظر گرفتن رابطه  9یا  1مار به غلط به سمت  oیا  lی تمام آنها کم باشد ویا اینکه بعضی از اوقات مانند استفاده از حرف لاتین برا

a2+b2=c2فیثاغورس در رابطه با حل هندسی طول اضلاع مثلث قائم الزاویه به کمک رابطه 
  θ2و    θ1( می توان مقادیر زوایای موجود ) 4.1، )شکل    

و از روی نسبت  arccosو  arcsin. با توابع    θ2از سینوس زاویه  sin (θ1)=b/cو    θ1از طریق کسینوس زاویه  cos(θ1 )=a/cرا نیز بدست آورد: 

 اضلاع )روابط فوق( می توان به مقادیر زوایای موجود نیز دست یافت. 

 

 πعدد 

محیط دایره  صحبت به میان آورد:“( 4.2شکل ”قطر )یعنی نسبت بین محیط دایره به πاز عدد نمی توان چیزی از سینوس و کسینوس گفت بدون اینکه 

2πr=  که در آنr (. مصری ها مقدار آنرا 1/3مثل ) شعاع است. پی یک عدد گنگ است. تاکنون در محاسبه پی اعداد تکراری دیده نشده است

 نظر گرفتند. ما مولفه های سینوسی با فرمت زیر را مشخص می کنیم: برای پی در .3.141602در حالیکه بابلی ها مقدار  265/81

a*cos(2πft+φ)  

 π/2اگر یک  بیان کننده زمان است. سینوس می تواند با کسینوس مورد استفاده قرار گیرد tاختلاف فاز است. متغیر  φفرکانس، و  fدامنه،  aدر رابطه بالا 

 به آن اضافه شود یعنی: 

cos(θ)=sin(θ+ π/2( 

 ، اختلاف فاز )که زاویه فاز نیز نامیده می شود( و فرکانس بطور کامل یک سینوسی را تعریف می کنند. (a)دامنه 

 



و همانطور که ممکن است  به بزرگا اشاره دارد |X(t)|هم بزرگا و هم دامنه دلالت کننده بر یک کمیت بدون بعد هستند ولی بزرگا همیشه مثبت است.  

بزرگا و دامنه قابل تبدیل هستند. با نگاهی به مولفه سینوسی  DSPباشید،  قدر مطلق تابع در متلب بزرگا را برمی گرداند. در اغلب موارد در انتظار داشته 

ثبت محور ترسیم مبعنوان یک مبدل فاز، جاییکه ما آنرا در وضعیت اولیه آن رسم می کنیم بدون نگرانی در مورد چرخش با زمان می توان مبدل فاز را در طول 

سیم می کنیم سپس در خلاف عقربه ساعت بطور زاویه ای آنرا حرکت دهیم. طول منفی به این معنی است که مبدل فازی را در طول منفی محور مختصات تر

 درجه است چون : 189کنیم. اما این دقیقا برابر ترسیم  طول در امتداد مثبت محور مختصات باضافه چرخش آن به اندازه 

A*cos(2πft+φ+π) = -A*cos(2πft+φ) 

بعنوان فرکانس تناوبی یا دوره ای  fاز  جریان مستقیم که در آن فرکانس مساوی صفر است، از این قاعده مستثنی است. در این جریان زاویه فاز نیز صفر است.

، است Hertz)انده می شود. واحد این کمیت هرتز ) به افتخار نیز خو ωو یا برای سادگی بعنوان فرکانس استفاده می شود که گاه فرکانس رادیان یا همان 

 و چون بنام یک فرد است با حرف بزرگ نشان داده می شود.(

 دایره واحد

ه است. در نتیجه می توان از زاویه ای گفت که این زاوی 2πدایره واحد خصوصیت ویژه ای دارد: شعاع آن واحد بوده و وقتی بریده و باز شود، دارای طول 

طول  4.4طول کمان که کسری از محیط دایره است را نشان می دهد. همچنین شکل  4.3است. شکل  2πبین دو خط با طول واحد و به مقدار کسری از 

رابطه : ز کمان را بر روی دایره واحد برای چند زاویه متداول نشان می دهد. واحد دیگر اندازه گیری زاویه درجه است که برای تبدیل این دو واحد ا

2π/359 a(deg)*  برای تبدیل درجه به رادیان وa(rad)*359/2π  برای تبدیل رادیان به درجه است. ویژگی دیگر توابع سینوسی در تغییر مقادیر آن از

 است. 1-تا  1

 

 

 مقدار اساسی جابجایی فاز

م آنرا بر حسب محور زمان ببینیم می توانیم بین حداکثرهای آن با محور مقدار یک تابع سینوسی از منفی تا مثبت بینهایت در محور زمان است. اگر بخواهی

ثانیه  .9.915یا  1/59این دارای دوره تناوب نشان می دهد. بنابر 59Hzرا با فرکانس  cos(2π59t)سینوسی  4.6شکل  زمان ارتباط برقرار نماییم.

را نشان می دهد. این مقدار  t=-9.915./2و  t=+9.915./2ی در زمان های است. خطوط عمودی جاییکه که یک دوره شروع و یا تمام می شود یعن

-)cos(2π59(1/59)  معادل cos(2π59t)عث می شود تابع با  t=(1/59)(-1/2)است که در آن و در  π+و  π–معادل مقدار تابع در 

1/2))=cos(-π)  .ت اما معمولا یک سینوسی دارای اختلاف فاز است. چون در خیلی آسان اس 4.6اما چه حداکثری را انتخاب می کنیم. در شکل  شود

 π+و  π–تکرار می شود، می توانیم هر حداکثری را که می خواهیم سیگنال را طبقه بندی نماییم انتخاب نماییم. یعنی همیشه یک حداکثر مثبت بین  2πیک 



ایندو یک زاویه جابجایی فاز است. مقدار قله در صفر بنام جابجایی فاز اساسی است. و زاویه  πو  π–قرار دارد. هر موج سینوسی دارای یک قله مثبت بین 

“principal phase shift”   .نام دارد 

 

 ”amplitude“ دامنه

 -1را در نظر بگیرید کمترین و بیشترین مقدار دامنه  x2=-A*cos(2πft+φ) و =A*cos(2πft+φ) x1معمولا مقدار دامنه مثبت است. اگر دو سینوسی 

ه ایندو به هم شبیه هستند. با فرض اینکه ایندو دارای فرکانس یکسان هستند، می توان نتیجه گرفت ک aتا  a-از  x2و  a-تا  aاز  x1است. مقدار  1و 

 است. در واقع πاین تنها تفاوت آنها در اختلاف فاز است که مقدار آن بنابر

φ2= φ1+π  دیل یک عدد موهومی است. همچنین می توان استنباط نمود که تبx+jy  به عدد قطبیr<θ :است 

می شود. یک بردار با طول مقدار منفی با مقدار با طول مثبت همان بردارکه به مقدار یک نیم دایره  rبه مقدار عدد مثبت برای  منجرy2) 2 (√(x + معادله 

ر این سینوس ها به هم وابسته باشند این سیگنال را هارمونیک یا هم نوا می چرخیده مساوی است.   سیگنال ها بعنوان اجتماع سینوس ها شناخته می شوند. اگ

 گویند.

 

 harmonicسیگنال های هم نوا 

ع که هر سیگنال های واقعی می توانند به یک دسته از سینوس ها که با هم جمع شدند، تجزیه شوند. یک سیگنال هارمونیک مرکب از چندین سینوسی مجتم

سیگنال زیر یک  بعنوان مثالعدد صحیح( شدند، تشکیل می شود. ( ضرب ) fundamental frequencyایه )فرکانس اساسی یک در یک فرکانس پ

 هارمونیک است:

X(t)=9.4cos(2pi16t+pi/6)+9..cos(2pi39t)+cos(2pi46t-pi/4) 

 به شکل زیر نوشته می شود: x(t)سیگنال 

 X(t)=a1cos(2pi(1)f9t+φ1)+a2cos(2pi(2)f9t+φ2)+a3cos(2pi(3)f9t+φ3) 

. هر سیگنال مشابه این بعنوان هارمونیک شناخته f9=16Hzو  φ3 =-pi/4و  x(t) ،a1=9.4 ،a2=9.. ،a3=1 ،φ1=pi/6  ،φ2=9در معادله بالا برای 

مساوی صفر است.  cos (anything)*9  این سینوسی وابسته به آن در تابع مشارکت نخواهد داشت. به عبارت دیگراگر دامنه صفر باشد، بنابر می شود.

 اگر تابعی مشابه زیر وجود داشته باشد:

X(t) = 9.1 cos (2pi199t-pi/5) + 1.3cos (2pi399t+pi) + 9.6*cos (2pi499t+2pi/3) 

 یک هارمونیک با  x2  (t)بنابر این 

a1  = 9.1 ،a2  = 9.9 ،a3 =1.3،a4  =9.6 ،φ1 =-pi/5   ، φ2  =9 و   φ3   =pi   ، φ4  =2pi/3 و   f9   = 199Hz 



در   ..4 بخش دیگری از اطلاعات در زمینه سیگنال های همنوا این است که آیا سیگنال جابجایی عمودی نیز دارد یا نه. به عبارت دیگر آیا گراف شکل

سیگنال اضافه کنیم شکل سیگنال تغییر واحد به  199متمرکز است؟ این کار با اضافه نمودن مقدار ثابت به سیگنال انجام می شود. بعنوان مثال اگر  xمحور 

   a9cos(2pi(9)f9t+φ9)تمرکز پیدا می کند. این بخش از اطلاعات به هارمونیک بالا با اضافه نمودن عبارت y=199نمی کند ولی حالا روی خط 

نیست چون φ9  وص نیازی به مشخص نمودنانجام می شود. در ابتدا ضریب صفر است به این معنی  که مولفه نخست آن یک مقدار ثابت است. در این خص

cos(φ9)  مقدار ثابت است و این مورد در مقدارa9 .بنابراین فرض می شود که  خود را نشان می دهدφ9  صفر است. این عبارت اغلب مولفهDC  برای

 جریان ثابت خوانده می شود. 

 

 تند. اگر هستند فرکانس پایه شان چیست؟از سیگنال های زیر کدامیک هارمونیک و کدام غیر هارمونیک هسمثال: 

X1(t)=2cos(2π.t)+3cos(2π36t) 

X2(t)=2cos(2π2t)+3cos(2πt) 

X3(t)=2cos(2π.t)+3cos(2πt-π/4) 

 عدد صحیح است. kدر اینجا  برای اینکه یک سینوسی هارمونیک باشد، باید هر یک از آنها فرکانسی داشته باشند که ضریب فرکانس پایه باشد:

 

نگاه کنید و    x1آنها ضرایبی از اعداد صحیح هستند. به عبارات توابع کسینوسی برای   ر این در رابطه بالا سیگنال ها را قرار می دهیم و می بینیم که آیابناب

 هستند.    kمقادیری از  k2و    k1در نظر بگیرید 

 

2π.t=2πk1f9t+φk , let φk=9 

f9=./k1 

2π36t=2πk2f9t+φk , let φk=9 

f9= 36/k2 

./k1 =36/k2 

k1/k2=./36=1/6 

 در نتیجه: خواهد بود. k2=6باشد ،  k1=1 بنابر این اگر 

f9=36/k2=36/6=.Hz 

( و بنابراین πفرکانس صحیح ندارد ) بخاطر  kمقدار  x2(t)نیز اینچنین است اما  x3(t)دارای مقدار صحیح بوده و هارمونیک است.  x1(t)بنابر این 

 سیگنال سومی یک خرده فریبنده است چون مولفه های فرکانسی آنطور که انتظار داریم بخط و مرتب نیستند.هارمونیک نیست. 



 f9 =1Hz, a9=1, ak={3,9,9,9,9,9,2}, and  φk={-π/4,9,9,9,9,9,π} 

را که از صفر شروع می شود  Kتوان اندیس  را در نظر گرفت. با توجه به قاعده عمومی فوق الذکر، می DCهمچنین می توان هارمونیک یک سیگنال با مولفه 

فقط در مقدار دامنه  φ9یا صفر هرتز هستیم، را در نظر بگیریم.  چون در نظر گرفتن یک مقدار برای   f9*9فرکانسیو به معنی این است که ما دارای مولفه 

a9  فر در نظر بگیریم بنابر این خود را نشان می دهد که در یک مقدار ثابتی ضرب می شود، بایستی زاویه فاز را صa9   بطور کامل مولفهDC  را مشخص می

اند، نشان دادن یک سیگنال که ناپیوستگی هایی داشته باشد، نظیر موج مربعی که از اجتماعی از سینوسی هایی که بطور هارمونیکی به هم وابسته  کند.

نمیتوان بطور کامل یک سیگنال ناپیوسته را بعنوان مجموعه ای از  Gibbsاساس پدیده  مشکل است. عبارات زیادی را نیاز است تا در اینجا مرور کنیم. بر

تحلیل فوریه با سیگنال پریودیک بهترین عملکرد را دارد.  سینوسی ها در نظر بگیریم ولی می توان آنرا بصورت اوورشوت، آندرشوت یا ریپل فرض کنیم.

هم مرتبط شوند )در صورتی که یک نمونه بیشتر بر داریم( که این نمونه مشابه اولین نمونه یا آخرین نمونه ای که انتظار داریم که نمونه ابتدایی و انتهایی با 

با  N+1.)یعنی نمونه برداشتیم باشد. ضمنا اگر یک سیگنال واقعاً پریودیک باشد، با نمونه برداری خوب انتظار داریم که آخرین نمونه مشابه اولین نمونه باشد

بعضی وقتها با سیگنال پریودیک مواجه نیستیم در این صورت بین نمونه آخری و اولی ناپیوستگی داریم. بعنوان مثال اگرسیگنال زیر  مساوی باشد(. 9نمونه 

انه وجود دارد که را پریودیک در نظر بگیریم، انتظار داریم که این سیگنال تا بینهایت بار تکرار شود. در اینجا ملاحظه می شود که یک ناپیوستگی در می

این تحلیل فوریه، سیگنال مشابه سیگنال اولی را نتیجه دهد. این تخمین ه گیبس را بخاطر بیاورید(. بنابربرای ایجاد سری فوریه مشکل ایجاد می کند ) پدید

فوریه منجر به تخمین مناسبی از سیگنال  معروف است. با این وجود تحلیل edge effectبویژه در اطراف ناپیوستگی ضعیف است. این اشکال به اثر گوشه 

 توسط تحلیل فوریه تخمین زده می شود.  nonrandomاولیه می شود. در واقع هر سیگنال غیر پیشا 

 

 

ل را تخمین زده نااگر یک سیگنال پیشا را در نظر بگیریم و سری فوریه آنرا بیابیم، در خواهیم یافت که این سری برای مقادیری که مورد نظر ما بوده ، سیگ

 است. با اینحال ما راغب هستیم تا بتوانیم به کمک این سری مقادیر آتی سیگنال را نیز تخمین بزنیم.

 ارائه یک سیگنال دیجیتال بعنوان جمع سینوسی ها

ی توان یک سیگنال دیجیتال را انتخاب یک سیگنال دیجیتال را می توان از اجتماع سینوسی ها نشان داد. سه شکل پیش رو نحوه این عمل را نشان می دهد. م

یه نسخه ای از و تبدیل فوریه آنرا که خود موضوع بحث آینده است، را انجام داد. چیز مهمی که در اینجا باید خاطر نشان نمود این است که در تبدیل فور

همچنین موضوع  ایی که بطور هارمونیکی به هم وابسته اند.سیگنال که در حوزه فرکانس است، بدست می آید که شامل لیستی از دامنه و فاز از سینوسی ه

سی کمک نماید. انتخاب فرکانس اساسی یا مبنایی موضوعی است که بعداً به آن پرداخته خواهد شد.  زمان این نمونه برداری می تواند در تعیین فرکانس اسا

سیگنال اولیه را می بینیم که شامل یک سری از نقاط   4.19.  با توجه به شکل xحور بنابر این ما فقط به شماره نمونه اکتفا می کنیم بجای زمان بر روی م

از این  مجزای نمونه برداری است. در زیر این شکل، شکلی از یک سیگنال را می بینید که توسط چند سینوسی تشکیل شده است. توجه کنید چگونه هر یک

مجموعه ای از  4.19در شکل  اری هر یک از سیگنال از زمان نمونه های نمونه برداری شده می گذرند.سیگنال ها از این نقاط می گذرند. زمان نمونه برد

چند نمونه برداری  سینوسی ها را می بینیم که پیوسته هستند. اما باید دقت کنیم که به این نتیجه گیری که سیگنال آنالوگی ما در تلاش به بازسازی آن توسط

 لا مشابه باشند.  هستیم کام discreteمجزا 



 

سینوسی هایی را نشان می دهند که با هم جمع شده تا یک ترکیب را بوجود آورند. نمودار نخست یک سیگنال با فرکانس صفر  4.12و  4.11دو نمودار 

ی شدند، دیده میشوند. توجه کنید که است. ستاره ها مقادیری از دامنه را نشان می دهند که اگر سینوسی ها با زمان مشابه سیگنال اولیه نمونه برداری م

( که از تبدیل فوریه حاصل شدند با تعداد نقاط اولیه منطبق هستند. بعنوان یک تمرین بیایید مقدار دوم ازآخر )یکی مانده به 8چگونه تعداد سینوسی ها )

بر  4.12است. اگر به شکل  ..9، و 9.1، 9.3، 4.0 هر سینوسی دارای مقادیر 5می بینیم که نمونه شماره  4.11آخری( را تخمین بزنیم. در شکل 

نشان  4.19را نشان می دهد. اگر همه را با هم جمع کنیم مقداری را نشان می دهد که نمونه مذکور در شکل   9.3و  9.1-، ..9، 9.4گردیم مقادیر 

 می دهد.

 

 



چشم ما می شود که نمی تواند مقدار واقعی را در شکل از گراف استخراج نماید. در در واقع تنها دلیلی که نمی توانیم به مقدار واقعی برسیم فقط منحصر به 

وجود دارد، توجه نمود. این حداکثر ها عبارتند از  4.12و  4.11یک تمرین مشابه می توان به حداکثر مقادیری که برای هر یک سینوسی در شکل های 

4.88,o.85,9..5,9.81,9.38,9.81,9..5, 9.85. دیر به دامنه این مقا(ak)  هر یک از سینوسی ها که برای مشخص کردن و نشان دادن سینوسی لازم

ست اما می است، مرتبط می شود. دیگر اطلاعاتی که )بجز فرکانس اساسی( مورد نیاز است، زاویه فاز است. خواندن این اطلاعات از نمودار قدری مشکل ا

است، توجه می کنیم که مقدار خروجی یک تابع کسینوسی با افزایش زاویه کاهش می یابد تا اینکه  cos(9)=1 توان آنرا تخمین زد. با یادآوری این نکته که

افزایش می یابد. این مشاهدات را می توان برای استخراج زاویه فاز مورد استفاده قرار داد. به  2πدر زاویه  1برسد سپس مقدار آن تا  πدر زاویه  1-به مقدار 

  مقدار حداکثر را دارد. مقدار حداکثر به مقدار دامنه یا بطور دقیق تر به: 9نگاه کنید. ملاحظه می شود که سینوسی در نمونه  4.11کل گراف دوم از ش

a1*cos (2π1f9t+φ1)  2است. بنابر این در این رابطه عبارت کسینوسی مساوی صفرπ1f9t+φ1=9:   در نتیجه .φ1=9 حال برای یافتن زاویه فاز .

در زمان صفر تقریباً مساوی   φ2  ،a2*cos (2π1f9t+φ2)است. برای یافتن  9.1( مقدار دامنه 4.11)سومین گراف در شکل  9در نمونه  φ2دوم 

 :است، داریم  a2    9.8. با علم بر اینکه مقدار  a2* cos (φ2) ~9.1است. این به معنی آن است که        9.1

9.8cos(φ2)~9.1 

Cos(φ2)~9.1/9.8 

Φ2 =~arccos(o.1/9.8) 

Φ2~839  

φ2~45π/199 

ع کسینوسی مقدار اما یک مشکل در اینجا وجود دارد: چگونه می توان دانست که سینوسی در مرحله بعد زمانی افزایش می یابد؟ در این رابطه می دانیم که تاب

برای حل این مشکل از حساب جبر کمک می گیریم.  ستفاده قرار گیرد؟بر میگرداند بنابر این چه مقدار برای فاز باید مورد ا 2π-θمشابهی را در زاویه  

در سومین گراف  4.11ترسیم گرافیکی سینوسی این است که گراف را دنبال می کنیم و می بینیم که آیا مقدار افزایش یا کاهش می یابند. در شکل 

 یه فاز بیافزاییم که نشاندهنده افزایش اندک در زمان است، مقدار بدست آمده ازملاحظه می شود که مقدار در حال افزایش می یابد. اگر مقدار کمی به زاو

 a2*cos ((a little bit)+φ2)  باید مقدار کمی ازa2*cos (φ2)  بیشتر باشد. برای مقادیرφ2  :این رابطه را مورد آزمایش قرار می دهیم 

9.8cos(45π/199)=9.1993 

9.8cos(9.91+45π/199)=9.9023 

. می توان )  45π/199-ن نشان دهنده آنست که سینوسی )برعکس( کاهش می یابد. بنابر این می دانیم که زاویه فاز مقدار منفی زاویه قبلی باشد یعنی: اما ای

 و بایستی( کارمان را با روش فوق مجددا چک کنیم:

9.8cos(-45π/199)=9.1993 

9.8cos(9.91-45π/199)=9.1982 

ر بعدی افزایش می یابد یعنی درست آنچیزی که از گراف مشاهده می کنیم. برای بقیه گرافها می توان این مورد را ادامه دهیم. ملاحظه می کنیم که مقدا

از ازد. این برنامه برنامه زیر مفهوم جمع سینوسی ها را نشان می دهد. پارامتری مورد نیاز نیست برای اینکه برنامه خود بطور تصادفی یک سیگنال اولیه می س

از حوزه فرکانسی آن می سازد سپس از اطلاعات حوزه فرکانسی موجود برای یک سیگنال اولیه را می سازد )بازیابی(. در  Xیک نسخه  xسیگنال تصادفی 

واقعی است. این امر  نهایت این سیگنال را با سیگنال اولیه مقایسه و خطای ناشی از این تبدیل را محاسبه می کند. فرض می کنیم که سیگنال شامل اطلاعات

فقط آنرا از حوزه عموماً درست نیست. اما چون ما از سیگنال واقعی شروع کردیم با همین شکل تا پایان ادامه می دهیم. چون ما اطلاعات را تغییر نمی دهیم 

یگنال مختلط است حتی اگر شکل اولیه آن حقیقی زمان به حوزه فرکانس تغییر می دهیم و سپس به حالت اولیه بر می گردانیم. نتایج تبدیل فوریه در یک س

یل معکوس باشد. برای حل این مشکل بگونه ای رفتار می کنیم که سیگنال اولیه حقیقی مثل سیگنال مختلط بوده ولی بخش مجازی آن صفراست. برنامه تبد

 ه با طوری با سینوسی رفتار می کند که آن بشکلرا تا حدی انجام می دهد اما بخش مجازی آنرا در نظر نمی گیرد. به عبارت دیگر، برنام



[k]cos(2πkf9   t+Xangle [k] Xmag      )است در حالیکه در واقع هر سینوسی ) با توجه به فرمول اولر 

[k]cos(2πkf9t+Xangle [k])+j Xmag [k]sin(2πkf9t+Xangle [k]) 

 همدیگر را حذف می کنند. jsin(o)ایت بخش مجازی ما قادریم از این ساده سازی خلاص شویم چون می دانیم که در نه

 spectrumطیف

ستند. ترسیم یک سیگنال بر حسب فرکانس را طیف می گویند. طیف نموداری از فرکانس های تشکیل دهنده یک سیگنال است که با دامنه هایشان مرتبط ه

دیدیم که یک سیگنال دیجیتال می تواند توسط با مجموع  4.19بلاً در شکل در یک نمودار جداگانه، برای هر یک از سینوسی فازها نشان داده می شود. ق

نشان داده شده اند، می توانند بطور منفرد ترسیم شوند. بعضی  4.12و  4.11چند سینوسی دیگر نشان داده شود. این سینوسی ها آنگونه که در شکل های 

تر می کند. بعنوان مثال اگر سیگنال اولیه یک موسیقی باشد، بنابر این سینوسی ها به ما در مورد  از اوقات اطلاعات سینوسی بینش ما را در باره سیگنال عمیق

وت وسایل مورد استفاده در ایجاد این قطعه موسیقیایی اطلاعات می دهند. اگر این موسیقی صدای یک شخص باشد بصورت بم و غیر اصلی و یا یک ص

رسیم اطلاعات ارائه شده به ما توسط سینوسی ها در یک طیف نتیجه می شود. با ادامه مثالهایی که در بخش قبلی ت قطار، امکان حذف آن وجود داشته باشد.

یاز داریم تا بدانیم داشتیم در می یابیم که بخشی از اطلاعات در فرکانس اصلی گنجانده شده که ما موکول به آینده نمودیم. همانگونه که قبلاً بیان کردیم، ن

می کنیم که ن بین نمونه ها باید باشد تا فرکانس ها را شناسایی کنیم. اما ما این را به بهترین وجهی بدون این نگرانی انجام خواهیم داد. ملاحظه چه مدت زما

می دهد معادل  نشان 8سینوسی ها مقدار صحیح را در یک گراف از فرکانس )بسامد( صفر تا هفت تکرار می کنند. یعنی سینوسی ها با فرکانسی که شماره 

میلی ثانیه نمونه  126است. هر چه تعداد بسامد بیشتر می شود، فرکانس مربوطه نیز بیشتر می شود. فرض کنید سیگنال اصلی یا اولیه با فاصله  9نمونه 

، تکرار سینوسی ها را در 4.11در شکل میلی ثانیه نسبت به نمونه قبل خود قرار دارد. در گراف دوم  126برداری شود، بنابراین هر نمونه با فاصله زمانی 

تا قله و هشت  .شامل  4.12. بنابر این فرکانس آن یک هرتز است. تا آخرین نمودار از شکل (1999=126*8)میلی ثانیه ملاحظه می کنیم 1999هر 

مقادیر دامنه و اختلاف فاز را برای هر  4.13هرتز است. در شکل  1هرتز است. برای بقیه این فصل فرض می کنیم که فرکانس اساسی  .نمونه که شامل 

 یک از سینوسی ها ترسیم نمودیم:

 ی فرکانسی )دامنه( و فاز فرکانسیبزرگا

هرتز متمرکز است  4هرتز را می بینیم. روی نمودار فاز الگو روی  4باید الگوی طیف را ملاحظه نمود: برای بزرگای فرکانسی تصویر تقارنی با مرکزیت 

بسازیم. برای پیدا اینجا علاوه بر تقارن، وارونگی را نیز می توان دید. تاکنون دیده ایم چگونه می توان از فاز و بزرگا با استفاده از تبدیل فوریه طیف ولی در 

ه ای بر این روش ذکر می کردن یک سیگنال فشرده نظیر آنچیزی که در مدل ریاضی می بینیم، از فرمول اولر معکوس استفاده می کنیم. در اینجا فقط مقدم

آنرا در قالب تابع کسینوسی می  x(t)=2+2cos(2π(299)t)شود و بحث مفصل آن در فصل آینده خواهد آمد. بعنوان مثال برای ترسیم نمودار طیف 

 نویسیم:

x(t)=2+2cos(2π(299)t)=2cos(9)+2cos(2π299t) 

 بعد با استفاده از فرمول اولر معکوس:

Cos(φ)=(ejφ+e-jφ)/2 

حدوده توجه کنید که چگونه این منجر به دو مولفه فرکانسی می شود: یکی در فرکانس مشخص و دیگری فرکانس منفی. برای طیف، دال بر این است که م

ا مقادیر فرکانسی ای از فرکانس که از آنچه که تا بحال از مثال قبلی دیدیم متفاوت است. در واقع اطلاعات مشابه است ولی تنها طیف ترسیمی متفاوت ولی ب

 تشریح می شود. “ تبدیل فوریه” معادل است. این مورد در فصل

 x(t)=2(ej9   +e-j9   )/2+2(ej2π(299)t   +e-j2π(299)t   )/2 

=2(1+1)/2+(2/2)(ej2π(299)t   +e-j2π(299)t   ) 



=2+ ej2π(299)t   +e-j2π(299)t  

 هرتز می شود. 299-هرتز و  299در فرکانس  1هرتز و بزرگای  9در فرکانس  2این منجربه بزرگای 

 samplingنمونه برداری 

های راین درس بیان شد که ما در دنیای آنالوگ بسر می بریم. کامپیوترهای ما وسایل دیجیتال هستند به این معنی آنها تنها اطلاعات یا داده در مبحث اول د

توانند ذخیره نمایند. چگونه می توان از نبود بین دنیای واقعی و دنیای مصنوعی کامپیوتر ارتباط محدود و مجزا هم از نظر دقت و هم از نظر بزرگا را می 

آن است. وقتی برقرار نمود؟ این فصل درصدد پاسخگویی به این سوال اساسی است. نمونه برداری، فرایند بدست آوردن سیگنال دیجیتال از یک نمونه آنالوگ 

 انجام می دهیم لحظه به لحظه یک مقدار ضبط می کنیم. نمونه برداری ممکن است منجر به مقادیر زیادی داده شود.  نمونه برداری از یک سیگنال را

برای دو کانال نمونه برداری می شود می تواند به مقدار زیر اطلاعات  Hz 44199بیت و در فرکانس  15دقیقه ای از یک صدا که  3یک نمونه  بعنوان مثال

 ضبط کند:

3 minutes*(15bit/sample)*(44199sample/second)*2 

 که با تغییر واحد داریم:

3minutes 59sec/1minutes*(15bit/sample*1byte/8bits)*(44199sample/second)*2=189*2(bytes)*44199*2=31,.62,999~39MB 

یک از این راه  MP3یگری برای ذخیره این داده وجود دارد. فرمت ههای ددقیقه ای نیاز داریم. در واقع را 3داده برای یک صدای  39MBاما آیا به ذخیره 

تبدیل یک سیگنال آنالوگ به دیجیتال برای % فضای فوق را دارد. 19یکه فقط با صدای واقعی نزدیک است در حال MP3حل ها است. در این روش صدای 

یوترهای جدید ماشین های دیجیتالی هستند و فقط مقادیر دیجیتال را ذخیره یک کامپیوتر در تحلیل یک سیگنال یک مرحله اساسی و مورد نیاز است: کامپ

دوره نمونه برداری یعنی زمان بین   Tsاندیس آرایه مجزا و  n)مقدار مجزا( جایگزین می کنیم.   nTsرا با  )متغیر پیوسته( x(t)  ،tمی کند. در تابع پیوسته 

 .   Ts =1/fsفرکانس نمونه برداری است: یعنی دو نمونه برداری است. زمان نمونه برداری عکس 

 )پهنای باند(  samplingنمونه برداری 

بخوانیم.  bandwidthیا ” پهنای باند ”قبل از اینکه در باره نمونه برداری صحبت کنیم بیایید تا محدوده فرکانسی سیگنال که علاقمند به آن هستیم را  

بعنوان پهنای باند می خوانیم به این معنی که ما به محدوده فرکانسی صفر تا بالاترین فرکانس علاقمندیم. در دیگر اوقات بعضی اوقات بسادگی بالا ترین فرکانس را 

 white visible spectrum“طیف سفید مرئی”ممکن است محدود شود یعنی 

 “فرکانس نایکوئست” samplingنمونه برداری 

ما به این مقدار توسط معیار فرکانس  .fs=2Bیعنی می کند که نرخ نمونه برداری دقیقاً دو برابر پهنای باند است اصطلاح نمونه برداری بحرانی به حالتی دلالت 

 است، می رسیم .   fs≥2Bکه در آن   Nyquist’s Frequencyنایکوئست 

 ()بیش نمونه برداری  samplingنمونه برداری 

مقدار مورد نیاز یا بیشتر از دوبرابر پهنای باند گفته می شود. اگر محدودیت از با فرکانس بیشتر  به نمونه برداری oversamplingبیش نمونه برداری یا 

د. بر عکس اگر به سخت افزاری دارید یا اگر وقت لازم برای پردازش ندارید و یا اگر حافظه به مقدار لازم را ندارید، بیش نمونه برداری مشکل ایجاد می کن

، بیش نمونه برداری مانعی ندارد. یک مبدل  CDدارید یا مبدل دیجیتال به آنالوگ ارزان قیمت را در اختیار دارید ،نظیر پخش  سخت افزار ارزان دسترسی



زند.  ا بهتر تخمین میدیجیتال به آنالوگ ارزان ممکن است از یک تابع پله ای ساده برای ایجاد یک سیگنال استفاده نماید. بنابر این با نمونه بیشتر سیگنال ر

 اهد داشت.  قرائت یا ذخیره درجه حرارت در هر هزارم ثانیه حجم زیادی از اطلاعات را موجب می شود که استفاده ای در پیش بینی درجه حرارت فردا نخو

 sampling  (undersampling )نمونه برداری 

یعنی کمتر از دوبرابر پهنای باند. استفاده از این نوع نمونه برداری مانع وقتی اتفاق می افتد که نمونه برداری کافی نباشد  undersamplingنمونه برداری 

)ورودی  garbage in garbage outبازسازی سیگنال می شود و باعث ایجاد سیگنال غلط می شود چیزی که در برنامه نویسی کامپیوتر معروف به 

 آشغال خروجی آشغال( است. 

 گنال(نمونه برداری )دوره تناوب و فرکانس سی

x[n]=x(nTs)  .فرایند نمونه برداری را توصیف می کندTs  زمان نمونه برداری در حالیکهn .اندیس است x[n]   ًدقیقاx(t)  نیست چونX(t)  تابع پیوسته

ود. برای یک سینوسی باشد. دوره تناوب یک سیگنال مدت زمانی است که آن سیگنال تکرار ش x(t)می توان تخمین خوبی از  x[n]است. در بهترین حالت 

 است را تعیین می کنیم.  f/1نیاز داریم چون تناوب که معادل  fتنها به فرکانس 

 میلی ثانیه داریم؟ 59کیلو هرتز استفاده کرده باشیم، چند نمونه بعد از  29با نمونه برداری  x(t)اگر از مثال: 

X(t) =4cos(2π494t+ π/4)+ 2cos(2π5619t)+ cos(2π559t- π/6)+ 

ا برای پاسخ به این حل: نخستین چیزی که باید به آن توجه کنید این است که در واقع تعداد نمونه ها به خود سیگنال وابسته نیست. به عبارت دیگر همه نیاز م

بر ثانیه است  است. چون هرتز سیکل Hz 1/29999یا   1/29kHzمیلی ثانیه ست. دوره تناوب  59کیلو هرتز و زمان  29سوال نرخ نمونه برداری 

میلی  59ثانیه منتظر می مانیم سپس نمونه بعدی تا  1/29999عکس آن ثانیه بر سیکل یا همان ثانیه است. نخستین نمونه را در زمان صفر می گیریم بعد 

اری انجام می شود. یعنی چون در زمان صفر اولین نمونه برد 1ضرب کنیم باضافه  9.95را در  29999برای جواب باید  ثانیه( 9.959ثانیه )یعنی 

 نمونه.   1291

 باشد، زمان تناوب سینوسی چقدر است؟ X(t) =4cos(2π269t+ 2π/.)اگر مثال: 

فرض کنید یک سیگنال مختلط داریم که مرکب هستند  T=1/f =1/269=9.994secهرتز است.  269تنها چیزی که از معادله فوق نیاز داریم، فرکانس 

طوری که بقیه فرکانس ها ضریب عدد    f9بطور هارمونیک به هم وابسته اند. برای پیدا کردن دوره تناوب باید بزرگترین فرکانس از چندین سینوسی هایی که

و  f1  ،f2فرکانس صحیح آن باشند، پیدا کنیم. با تعداد دو یا بیشتر از سینوسی، فرکانس مبنا با تابع بزرگترین مقسوم علیه مشترک بدست می آید. برای سه 

f3  ،f9  را طوری پیدا می کنیم کهf1=k1* f9  ،f2=k2* f9  وf3=k3* f9.  متغیرهایk1  ،k2  وk3 .باید صحیح باشند 

 Reconstructionبازسازی 

مل درون یابی و یا پر این تغییر از دیجیتال به آنالوگ شا فرایندی که در پی آن از یک سیگنال دیجیتال مجدداً سیگنال آنالوگ بدست می آید را بازسازی گویند.

شامل  کردن اطلاعات از دست رفته بین نمونه ها است. روشهای مختلفی برای انجام این کار وجود دارد که روشن ترین آن روش خطی ارتباط بین نقاط

سیگنال بطور پیوسته نمونه نوشته می شود، از یک  ADCمبدل آنالوگ به دیجیتال، که بطور مختصر  وصل نمودن دو نقطه مجاور توسط خط راست است.

یا مبدل دیجیتال به آنالوگ است. وقتی یک مبدل دیجیتال به آنالوگ  ADC  ،DACاز آن تهیه می کند. مخالف  discreteبرداری نموده و اطلاعات گسسته 

 ”Zero Order Hold“تفاده از نگهدارنده صفر از یک نمونه گسسته، نمونه پیوسته می سازد، آنرا درون یابی نامیم. یک روش آسان برای انجام این کار اس

ی شود. درون برای یک تابع ضربه است.  در این روش یک تابع ضربه طوری ایجاد می شود که زمان بین نمونه ها توسط نمونه نخست از دو نمونه مجاور پر م



ه متغیر زمان است. بعنوان مثال تابع مثلث است جاییکه رمپ ضربه تا )انتخاب( دیگری برای درون یابی است که در آن تابع ضربه وابسته ب بی خطی انتخاب یا

  را توصیف می کند: DACنقطه وسط بالا آمده سپس پایین می رود. معادله زیر فرایند مبدل 

 

برداری می توانیم استفاده نماییم . اندیس تابع ضربه است : نسخه ای از تابع ضربه واحد. در واقع معادله مشابه با تابع ضربه را برای نمونه  p(t)در این رابطه 

 در واقع از منفی تا مثبت بینهایت تمایل پیدا نمی کند.

 نمونه برداری و نوفه فرکانس بالا

دید. دلیل خواهیم در هنگام نمونه برداری از یک سیگنال با نوفه فرکانس بالا اثرات نوفه حتی وقتی که فرکانس نمونه برداری از فرکانس نوفه کمتر است را 

این مورد را نشان می دهد. نمونه های یک سیگنال با  6.1آن این است که نوفه هر نمونه را قدری بزرگتر یا کوچکتر از آنچه که هست می سازد. شکل 

را که محصول نمونه برداری از “ دگرنامی”بعضی از نوفه فرکانس بالا نشان داده شده است که همراه با سیگنال اولیه بدون نوفه با خط پر است. در فصل آینده 

 یک سیگنال با نوفه است را مرور می کنیم.

 

 Aliasingدگر نامی 

سخه مشکل متداولی که ممکن است در حین نمونه برداری از یک سیگنال پیوسته رخ دهد، دگرنامی است جاییکه یک سیگنال نمونه برداری شده شامل ن

ی تواند با دیگر مولفه ها تداخل داشته باشد. دگرنامی وقتی اتفاق می افتد که از یک سیگنال تناوبی نظیر یک هایی از مولفه های سینوسی خودش است که م

نمونه برداری می شود. وقتی از این سیگنال نمونه برداری می شود، آنرا با  a*cos(2πft+φ)سینوسی یا یک سیگنال که از سینوسی ها تشکیل شده مانند 

 هم ظاهر می شود.   fsدر سیگنال ظاهر می شود چنانکه سیگنال دارای فرکانس کمتر از   fsم. هر سینوسی دیگر با فرکانس بالاتر از انجام می دهی  fsنرخ 

که  x(t)  ،nTsدر سیگنال پیوسته  tداریم وقتی نمونه برداری می شود، بجای  x(t)=cos(2π899t)بعنوان مثال فرض کنید یک سیگنال سینوسی با معادله 

  fsهرتز،  899فرض کنید که نمونه برداری از این سینوسی با فرکانس   x[n]=x(nTs)امل نقاط زمانی با گامهای منظم است جایگزین می کنیم یعنی: ش

کور یک نمونه بر ثانیه باشد. وقتی محتوی فرکانسی سیگنال نمونه برداری شده را مورد آزمایش قرار می دهیم، ملاحظه می کنیم سیگنال مذ  599 =

)بیایید(  هرتز داریم : چه اتفاقی افتاده است؟ لذا نخست بیایید  299هرتز حالا یک سینوسی  899را نشان می دهد. بجای سینوسی  Hz 299سینوسی 

 ببینیم سیگنال نمونه برداری شده چیست؟ 

x(t)=cos(2π899t) 

X[n]=cos(2π899nTs) 

X[n]=cos(2π(299+599)nTs) 

X[n]=cos(2π299nTs+2π599nTs) 



Ts=   1/fs بنابر   Ts   =1/599 و آنرا در معادله جایگزین می کنیم:    

X[n]=cos(2π299nTs+2π599n(1/599)) 

X[n]=cos(2π299nTs+2πn) 

دست را به تابع کسینوسی اضافه و مقدار مشابه را ب 2π. چون می توانیم cos(θ+2π)=cosθاست یعنی  2πتابع کسینوسی تابع تناوبی با دوره تناوب 

را می توان  2πnاندیس عدد است بنابر این  nبرابر هر عدد صحیحی )حتی منفی( را با آن جمع و نتیجه مشابه را رقم بزنیم.  2πآوریم، می توانیم مقادیر 

ونه برداری نم samples/sec 599هرتز در  899است. وقتی از یک سینوسی با فرکانس  cos(2π299nTs)حذف نموده و چیزی که برای ما می ماند 

هرتزی با آن تداخل می  899هرتزی نیز در سیگنال داشتیم، مولفه  299هرتز تمیز قرار بدهیم. اگر یک مولفه  299می شود، نمی توانیم آنرا از سینوسی 

 نمود. 

 دگر نامی )مثالی از دنیای واقعی(

ر این لحظه فکر می کنیم چرخها بطورعکس حرکت می کنند. یک فیلم دگر نامی وقتی که چرخهای ماشین را روی تلویزیون می بینیم اتفاق می افتد د

اویر بطور تلویزیونی ترکیبی از عکسها و تصاویر است که بطور منظم نمونه برداری شده و روی صفحه ظاهر می شود. اگر چرخها کمتر از یک سیکل بین تص

تعمیم عمومی موضوع این است که تصور کنید که فرکانس مولفه سینوسی هسته در خلاف جهت حرکت می کنند. کامل بچرخند بنظر می رسند بطور آ

 .fبجای    f9 + kfsتوسط فرکانس اساسی باضافه ضریب عدد صحیح از فرکانس نمونه برداری جایگزین شود یعنی 

X(t)=a*cos(2π(f9+ kfs)+φ) 

X(t)=a*cos(2πf9t+ 2πkfst)+φ) 

نه برداری می کنیم. توجه نمایید که هیچ مشکلی برای سینوسی تا وقتی که نمونه برداری می نماییم ایجاد نمی نمو  TSاکنون از این سیگنال با فاصله داری 

 شود. 

X[n]=x(nTs)=a*cos(2πf9nTs+ 2πkfsnTs+φ) 

 را حذف نمود.  fsTsمی توان     fs  = 1/ Tsچون 

X[n]=x(nTs)=a*cos(2πf9nTs+ 2πkn+φ) 

 ابراین ضرب آنها نیز عدد صحیح است. این به معنی آنست که:عدد صحیح هستند بن nو هم   kهم 

a*cos(2πf9nTs+ 2πkn+φ)= a*cos(2πf9nTs+φ) 

 299هرتز در مثال بالا( از دیگر سینوسی ) مثلا  899به عبارت دیگر وقتی از یک سیگنال نمونه برداری می کنیم، نمی توانیم یک سینوسی در آن )نظیر 

هرتز( را تمیز دهیم. معنی آن این است که نمونه  599مل یک ضریب عدد صحیح از فرکانس نمونه برداری است )در اینجا هرتز در همان مثال( که شا

باید حداقل بزرگتر از بزرگترین مولفه فرکانسی باشد با فرض اینکه ما محتوی طیفی داریم که با فرکانس صفر شروع می شود. در   fsبرداری با فرکانس 

 fنگاه کنیم یک مولفه در  f Hzدگرنامی یعنی اگر ما به طیف یک سینوسی  را ذکر خواهیم کرد.   fsگری از محدودیت های موجود در آینده موارد دی

 و .. (f+3fs)و بعد در  (f+2fs)، سپس در   (f+1 fs)موجود خواهد بود اما مولفه های دیگری نیز در فرکانس 

 نامیمثالی از دگر

 نمونه در ثانیه بر روی دو سینوسی: 699با تعداد   نشان داده می شود. نمونه برداری رادر برنامه زیر دگرنامی 

 2 cos (2π199t + π/3)  2و cos (2π599t + π/3)  را نشان می دهیم. هر دو دارا ی فاز و بزرگای مشابه هستند چون سیگنال نمونه برداری شده

 ثانیه یک نمونه برداری انجام می شود.      9.992=1/699ت، بنابر این در هر اس 699یکی است. از آنجاییکه فرکانس نمونه برداری 



 folding تاخوردگی 

دیگر به تاکنون دیدیم که اگر فرکانس نمونه برداری کمتر از فرکانس یک سیگنال باشد، نتیجه آن سیگنالی است با یک فرکانس کم . تاخوردگی نگاهی 

ه شده ا زیک سیگنال نمونه برداری شده، از فرکانس واقعی متفاوت باشد حتی اگر از فرکانس نمونه برداری کمتر اما پدیده دگرنامی جاییکه فرکانس مشاهد

متاثر می شوند، بنابر این از نصف همین مقدار بیشتر باشد. بسیاری از متون واژه تاخوردگی را معادل دگرنامی می دانند اما از آنجاییکه در این پدیده مقادیر فاز 

 599به فرکانس تاخوردگی نسبت داده شود، در صورتی که یک سینوسی  fs/2ممکن است  مایل داریم تا در اینجا از این واژه بطور مستقل یاد کنیم.ت

  باشد. این موضوع از اینجا نتیجه می شود که: 499=599-1999)نمونه در ثانیه( نمونه برداری شده و فرکانس مشاهده شده  fs= 1999هرتزی در 

cos(2π599nTs+φ)=cos(2π(1999-499)nTs+φ)=cos(2π(1999nTs-2π499nTs+φ)=cos(2π(1999n/1999-π499nTs+φ) 

             =cos(2πn-2π499nTs+φ)=cos(-2π499nTs+φ)=cos(2π499nTs-φ) [cos(-θ)=cos(θ):یادآوری] 

است. بنابر این اگر مترصد ترسیم پاسخ فرکانسی بزرگا برای سیگنال  φ منفی هرتز باشد. اما زاویه فاز آن 499فرکانسی که الان ملاحظه می کنیم باید 

x(t)=cos(2π599n/1999+φ)   هرتز را ملاحظه خواهیم نمود. اگر زوایای فاز را ترسیم کنیم خود را بصورت 499باشیم یک فرکانس-φ   نشان

نتیجه اجرای این کد را نشان  6.3بت باشند نتایج مشابهی را ارئه خواهند نمود. شکل خواهد داد. کد زیر نشان می دهد که تابع کسینوسی مقادیر منفی یا مث

تاخوردگی  در سمت راست نشان داده شده است.  x(t)=cos(-2π19t+π/3)در سمت چپ و   x(t)=cos(-2π19t-π/3)می دهد. در این شکل 

را با  fمی توان بعضی از فرکانس در کل  داشته باشد. fsاما کمتر از  fs/2بزرگتر از زمانی اتفاق می افتد که سیگنال نمونه برداری شده یک مولفه سینوسی 

(fs-f9)  .جایگزین نماییم 

cos(2πfnTs+φ)=cos(2π(fs-f9)nTs+φ)=cos(2πfsnTs-2πf9nTs+φ)=cos(2πn-2πf9nTs+φ)=cos(-2πf9nTs+φ)=cos(2πf9nTs-φ) 

-cos(2π499nTsباشد در غیر اینصورت فرکانس تاخورده خارج از طیف خواهد بود. بعنوان مثال اگر با  fه باید کمتر از مقدار اولی f9در این رابطه مقدار 

φ)  با نمونه برداریTs=1999Hz  جایگزین نماییم، نتیجه  599-1999را با   499شروع کنیم، وcos(2π599nTs-φ)  خواهد بود. این مولفه طیف

(-fs/2 to fs/2)  را نشان می دهد بجزcos(2π499nTs-φ)  .مولفه ای که از آن شروع کردیم . 

 مکانهای نسخه برداری بعد از نمونه برداری

مولفه های فرکانسی در فواصل منظم ظاهر می شوند. این موضوع بر ”replication“زمانی که سیگنال نمونه برداری می شود، تعداد بینهایت از نسخه  

ناشی می شود. این به معنی آن است که نمونه برداری یک سیگنال همۀ  cos(2πft)= cos(2πft+2πn)از مبنای تناوب سینوسی ها است که در واقع 

 را شامل می شود.  fsمحتوی فرکانسی از صفر تا 

 هر دو عدد صحیح هستند، بنابر این ضرب آنها نیز عدد صحیح است.  kو  nچون 

cos(2πf1 nTs)= cos(2πf1nTs t+2πnk) 

                  = cos(2πn(f1 /fs+(fs /fs)k) 

نمونه برداری  fsقابل تشخیص نیست. بنابر این وقتی نمونه برداری با  kبرای همه اعداد صحیح    cos(2π(f1+kfs)nTs)از   cos(2πf1nTs)بنابر این 

برداری نسخه ای از فرکانس در هر ضریب عدد  قابل تشخیص نیست به این معنی که نمونه  cos(2π(f1 +kfs)t)از  cos(2πf1t )در ثانیه انجام می شود، 

 تابع کسینوس یک تابع زوج است به این معنی که صحبت بعمل می آید. kصحیح باضافه همان فرکانس را بوجود می آورد. بعداً در باره مقادیر منفی 

cos(-θ)=cos(θ)  است یاcos(-2πf1t)= cos(2πf1t)  



نیز ظاهر می  f1Hz-بصورت  f1Hzآینه می شود. بنابر این یک فرکانس  ȹ-تا  9بین  ȹ+تا  9ی روی طیف بین این به معنی آنست که تمام محتوی فرکانس

 باشد : k=-1ظاهر می شود. فرض کنید  fsو  fs/2شود. با توجه به مبحث دگرنامی، می بینیم که این نسخه برداری نیز در بین 

cos(2πf1nTs)= cos(2πn(f1 /fs-(fs /fs)k) 

 هم ظاهر می شود. cos(2π (f1-fs) nTs)بصورت   cos(2πf1nTs)ین بنابر ا

 از نسخه برداری 1مثال 

 نمونه بر ثانیه باشد،  fs=4، و f1=1 Hzفرض کنید 

cos(2π (1) nTs) = cos(2πn (1-4) Ts)  = cos(2πn (-3) Ts)  = cos(2πn (3) Ts) 

نیز  .±و   6±در اینجا از بینهایت نسخه ممکن چند تا را نشان دادیم گرچه نسخه هایی در  نیز داریم. 1Hz-را ملاحظه نمایید : یک نسخه در  6.4شکل 

 وجود دارند 

 

 از نسخه برداری 2مثال 

 : fs  = 4 sample/secو  f1  = 3 Hzفرض می کنیم  k=-1باشد چه اتفاقی می افتد: با  f1  > fs/2 اگر

cos(2π (3-4) nTs) = cos(2π (-1) nTs)  =cos(2π nTs) 

 نیز یک نسخه دیگر دارد.  3Hz-را ملاحظه نمایید که در  6.5شکل 

 

 نرخ نایکوئست )مفهوم پهنای باند(

از بزرگترین مولفه فرکانسی موجود در سیگنال بیشتر  fsدر بخش های قبل از همین فصل تشریح نمودیم که برای گریز از دگرنامی باید نرخ نمونه برداری 

کمتر باشد تا از تاخوردگی جلوگیری شود. در بخش بعدی از   fsبایستی از نصف نرخ نمونه برداری  fدادیم که چگونه این بزرگترین باشد. همچنین نشان 

تا بزرگترین مولفه فرکانسی  9این مبحث نشان خواهیم داد که پهنای باند عبارت مهمی است: تا این لحظه ما فرض کرده ایم که به تمامی فرکانس از 

 fs  ست یعنی:ند هستیم. یعنی پهنای باند همان بزرگترین مولفه است. در واقع دقیق تر است بگوییم حداقل فرکانس نمونه برداری بر مبنای پهنای باند اعلاقم

کتب به نام نمونه برداری  ما این حداقل نرخ نمونه برداری را به نرخ نایکوئست نامگذاری می کنیم. نام دیگر این عبارت در بعضی از )پهنای باند  ) 2 ≤   

shannon  شود( و نیز عنوان می شود. برای پیدا کردن این نرخ، پهنای باند را تعیین کنید )که اغلب به عنوان بزرگترین فرکانس موجود در سیگنال تلقی می

 ای نمونه برداری است جلوگیری می نماید.ضرب کنید. این روند از این جهت مهم است که از دگرنامی که بعنوان یکی از پیامده 2مقدار آنرا در 

 مثال از نرخ نایکوئست

 مطلوبست حداقل نرخ نمونه برداری را برای سیگنال :

X(t)= cos(2π.99t-6π/2)+ 3cos(2π469t-6π/2)+ cos(2π539t+2π/6) 



در  (fk)قرار دهید. فرکانس   akcos(2πfkt+φk)جواب: سینوسی ها را در قالب  شروع می شود. 9فرض کنید تمایل ما تمامی فرکانس است که از 

x(t)  ،.99 ،469 است از فرض مطرح شده در سوال این استفاده می شود که بازه یا پهنای باند فرکانس از  99.هرتز هستند. بزرگترین آن   539، و

  99Hz.=9-99.. است یعنی  99.تا  9

Nyquistrate=2(bandwidth)=2(max(.99Hz, 469Hz, 539 Hz)=2(.99Hz)=1499Hz 

Bandpass نمونه برداری باندگذر 

اگر سیگنال، پهنای باند محدودی داشته باشد. این  :این امکان وجود دارد تا از یک سیگنال در یک نرخ کمتر از دو برابر بیشترین فرکانس نمونه برداری شود

، و 1939، 1929، 1919با ترکیبی از چهار سینوسی با فرکانس های مورد به نمونه برداری باندگذر موسوم است. بعنوان مثال فرض کنید سیگنالی 

 هرتز وجود داشته باشد: 1949

X(t)= 4cos(2π1919t)+ 5cos(2π1929t)+ 8cos(2π1939t) + 19cos(2π1949t)  

باشد که در این   fsه ضریبی از طیف سیگنال نمونه برداری شده را نشان می دهد. تعداد نمونه های شبیه سازی شده طوری انتخاب می شود ک 6.0شکل 

 ”DFT  “DFT leakage دقیقا با فرکانس موجود در سیگنال منطبق است. به عبارت دیگر نشتی DFTوضعیت به این معنی است که تحلیل فرکانسی 

 1999ه شده است. دامنه کمتر از بنابر این در این حالت شکل مطلوب تر بنظر می رسد. همچنین در این شکل فقط بخشی از طیف نشان داد .وجود ندارد

 .sample/sec 2981همه صفر هستند. نکته آخر در مورد این شکل این است که یک فرکانس نمونه برداری شبیه سازی شده از  6.0هرتز در شکل 

نه برداری( مولفه فرکانسی که در )بعنوان فرکانس نمو انتخاب می شد 2989انتخاب میشود چون این فرکانس یک سیگنال مطلوبی را ارائه می کند. اگر 

یا بیشتر نمونه برداری می شد )آنطور که در شکل  Hz 2989در  x(t)این امکان وجود داشت که از ر می شد دامنه دوبرابر می داشت. هرتز ظاه 1949

ین وضعیت یک طیفی مشابه طیف نشان داده شده هرتز انجام می شد چه اتفاقی می افتاد؟ در ا 199ولی اگر نمونه برداری با فرکانس   دیده می شود( 6.0

آنطور که از شکل استنباط می شود، اطلاعات مشابه شکل قبل در این وضعیت نیز دیده می شود. مزیتی که در نمونه برداری با  می داشتیم. 6.19در شکل 

 اما چرا این کار انجام می شود؟ نرخ کمتر وجود دارد چیزی نظیر استفاده از وسایل ارزانتر در انجام نمونه برداری است.

 

 

تناوبی از جواب به این سوال مشابه چیزی است که که در دگرنامی انجام شده است. وقتی یک سیگنال نمونه برداری می شود )رقمی می شود( مقادیر بطور 

تفاده می کنیم. بنظر نمی رسد از سیگنال آنالوگ نمونه در بیان ریاضی سیگنال آنالوگ اس  n/fsاز tسیگنال آنالوگ خوانده می شوند. مشخصاً ما بجای  

در هر حال هر سیگنال آنالوگی   ریاضی داشته باشیم. بالاخره، اگر می دانستیم سیگنال آنالوگ چه بوده چرا برای نمونه برداری از آن به دردسر می افتادیم؟

آنالوگ دارای عبارت ریاضی است معقول بنظر می رسد. این عبارت )برای هر بصورت جمع سینوسی ها نشان داده می شود لذا این فرض که هر سیگنال 



تبدیل می شود. می  acos(2πfn/fs +φ)می نویسیم. وقتی از سیگنال نمونه برداری می شود، این مولفه به  acos(2πft+φ)سینوسی( را در قالب 

چیزی عجیب نیست چون تابع مذکور تناوبی بوده و به بارها مثل هم تکرار می  و البته  عدد صحیح است kتا وقتی که  cos(2πk+φ)=cos(φ)دانیم که 

عدد صحیح مثبت یا منفی است(. بنابر این یک مولفه از یک  kشوند. در واقع این تابع بینهایت بار در جهت مثبت و منفی تکرار می شود )به عبارت دیگر 

 باشد، اولین مولفه برابر است با:   fs=199 Hzتکرار می شود. وقتی سیگنال آنالوگ بارها در زمان مشخص و به تعداد کافی 

4cos(2πfn/fs)=4cos(2π1919n/199)=4cos(2π(1999+19)n/199)=4cos(2π1999n/199+2π19n/199)=4cos(2π19n+2πn/19) 

 ( مقدار فوق به مقدار زیر کاهش می یابد:k=19nعدد صحیح است )یعنی فرضاً   nچون 

= 4 cos(2πn/19) 

هرتز  49، 39، 29نشان می دهد. دانشجویان می توانند مولفه های دیگر که بصورت  19Hzخود را بصورت مولفه   1919Hzبه عبارت دیگر، مولفه 

ف فاز نیز همچنین دانشجویان می توانند عملیات فوق را برای شرایطی که اختلا هستند هنگامی که نمونه برداری با نرخ فوق انجام می شود، را بدست آورند.

، بدست آورند. وقتی فرکانس ها با هم مغایرتی نداشته باشند، این مثال کاربرد دارد. اما اگر یک 4cos(2π1919n/fs+π/4)  داشته باشیم یعنی مثلاً

هرتز بصورت  1919هرتز و هم  19هرتز هم وجود می داشت چه اتفاقی می افتاد؟ در این حالت اطلاعات گم می شده است چون هم مولفه  19فرکانس 

همانطور که در بالا دیدیم نمونه  برای احتراز از همپوشانی از نمونه برداری پهنای باند استفاده می شود.هرتز ظاهر می شدند.  19فرکانس  یک مولفه در

 مولفه اول می شد: نمونه در ثانیه بود، بنابر این 193مثلاً   fsبرداری پهنای باند به فرکانس نمونه برداری وابسته است.  اگر 

4cos(2πfn/fs)=4cos(2π1919n/193)=4cos(2π(02.+83)n/193)=4cos(2π02.n/193+2π83n/193)=4cos(2π0n+2π83n/193) 

 عدد صحیح است، این عبارت به صورت زیر خلاصه می شود: nچون 

= 4 cos(2π83n/193) 

را از آن حذف نمود که  2πnنوشت، می توان عبارت دیگری از  n/193(29-193)را می توان بصورت  83n/193عملیات اینجا متوقف نمی شود. چون 

را شامل خواهد بود که  fsتا   fs–وجود خواهد داشت. بنا بر این طیف اطلاعات از 29Hz-را خواهیم داشت. در هر حال 29Hz- در آن صورت ما تنها 

( است بنابراین در fs /2)یعنی  193/2بزرگتر از مولفه  83/193مولفه فرکانسی  اطلاعات مشابه را در هر دو سوی محور با مرکزیت صفر خواهد داشت.

هرتز نیز ظاهر  +29ظاهر خواهد شد. و چون قسمت چپ طیف بصورت آینه قسمت راست است بنابر این این مولفه بصورت  29/193-طیف بصورت 

را از مولفه های دیگر حذف می کنیم  193است. بطور مشابه وقتی ضرایب   φ  ،cos(-φ)=cos(φ)خواهد شد. به عبارت دیگر برای هر مقدار حقیقی 

 داریم:

X[n]= 4cos(2π-29n/193)+ 5cos(2π-19n/193)+ 8cos(9) + 19cos(2π19n/193). 

شان می دهد که طیف ن 6.11هرتز ظاهر می شود به این معنی که ما اطلاعات را در اینجا از دست دادیم. شکل  19اطلاعات مولفه های دوم و چهارم در 

 9هرتز بنظر می رسد دو برابر هر مولفه  9هرتز انجام می شد. نکته جالب این است که مولفه در  193باید مشابه چه چیزی باشد اگر نمونه برداری در 

هرتزی باشد، انتظار داریم این اتفاق  19-لفه هرتزی دارای دامنه مساوی با مو 19هرتزی است. دامنه ها به هم وابسته اند و از چون انتظار داریم، مثلا مولفه 

انجام شد، از دوبرابر شدن دامنه در  6.0در ثانیه آنطور که برای شکل   2981( نیز بیافتد. با استفاده از نمونه برداری 9Hzو  9Hz-) یعنی  Hz 9برای 

 ثانیه جلوگیری به عمل آمده است.  1949



 

 

نیز وجود داشته باشد. ایده ای که در پشت این  fs /2طیف نشان داده خواهد شد حتی اگر مولفه بزرگتر از  fs /2و  9تمام اطلاعات سیگنال حقیقی دربین 

باید حداقل مساوی پهنای باند باشد. چون ما از پهنای باند آگاهیم  و نیازمند به مشخص  fs /2منطق قرار دارد از نرخ نایکوئست سرچشمه می گیرد یعنی 

( وجود دارد: در روش نخست اطلاعات طیفی بطور  fs  /2تا  9. دو روش از اطلاعات سیگنال به طیف )از fs≥ 2B، می توان نوشت: هستیم  fsشدن 

تکرار خواهد شد. راه دیگر این است که تصور کنیم هر اطلاعات طیفی که در سیگنال آنالوگ وجود دارد، در فرکانس  fsبینهایت برای هر یک از مضرب 

درست مانند آینه محدب که هر شی را با هر اندازه ای نشان می دهد، در بر خواهد گرفت. اگر دقت کنیم تا از همپوشانی  fs   /2ن صفر تا های مابی

اختیار  را انتخاب می کنیم؟ همانگونه که قبلاً تشریح نمودیم، محدودیت    fsچگونه مقدار  )دگرنامی( احتراز نماییم این خود یک برتری محسوب می شود.

است نسبت داده شود. این  fs   /2کماکان وجود دارد. علاوه بر این ، هر مولفه فرکانسی باید به فرکانس یگانه ای  که بین صفر تا     2B     fs≤   نمودن

 موضوع را می توان با معادله زیر نشان داد:

(2fc – B)/m  ≥ fs   ≥ (2fc + B)/(m+1)  

ست که نماینده نقطه میانی حداقل و حداکثر فرکانس مورد علاقه است. این متغیر را بصورت بزرگترین فرکانس مورد علاقه فرکانس مرکز ا     fcمتغیر 

و حداقل  9یک عدد صحیح است و در واقع تعداد نسخه برداری و یا اینکه چند بار اطلاعات بین  mمنهای نصف پهنای باند نیز می توان تعریف نمود. متغیر 

به مثال قبل   مان حذف کنیم.  fمشابه است که می توانیم از فرکانس های  fsرد علاقه تکرار می شود، را نشان می دهد.  آن به تعداد مضرب ها فرکانس مو

  :هرتز را حفظ کنیم  1949و   1919مراجعه می کنیم جاییکه علاقمند بودیم تا اطلاعات بین 

در اینجا  B=1949-1919=39 و   fc=1919+B/2=1926Hz  

 ≤ 2929/29Hz ≥ fsباشد، ملاحظه می شود که می توان محدوده  m=29پیدا کنیم. اگر  mرا با معادله بالا برای مقدار مشخص از  fsمی توان محدوده 

2989/21 Hz  191یا Hz ≥ fs≥ 00.94.5 Hz    را بدست آورد. مشاهده می شود کهfs=199samples/sec.  .بین این محدوده قرار می گیرد

است، پس مورد مذکور صحت دارد.  199Hz≥59Hzیا   199Hz ≥ 2Bچون  مچنین باید اطمینان حاصل نمود که معیار نایکوئست نیز رعایت شده وه

بدست می آید. در اینجا لازم  است به دو نکته توجه  Hz ≥ fs≥ 194 Hz 195.3168پی گیری کنیم، محدوده  m=10اگر مجددا محاسبات را با انتخاب 

نمونه در ثانیه خارج از این محدوده است که خود موید این است که نمی توانستیم در مثال قبل از آن استفاده  193نخست اینکه نرخ نمونه برداری  شود:

ب در اینجا می رسیم. چیز جال 6.12را انتخاب می کردیم ) که در محدوده قبلی بوده( به گراف  .samples/sec 196کنیم. ثانیا اینکه اگر نرخی نظیر 

 این است که به اطلاعات مشابهی نایل آمده فقط ، برعکس آنچیزی است که ما انتظارش را داشتیم.  



 

 امتحان کنیم خواهیم داشت: .samples/sec 196اگر سیگنال اولی را با نمونه برداری 

4cos(2πfn/fs)=4cos(2π1919n/196)=4cos(2π(1969-49)n/196)=4cos(2π1969n/196+2π49n/196)=4cos(2π19n-2π49n/196) 

ظاهر می شود. در یک وضعیت  49Hzدر  1919Hzاین مولفه   cos(-θ)=cos(θ)خلاصه می شود و چون   cos(-2π49n/196) 4این عبارت به 

این اطلاعات مورد قبول  فرد باشد اطلاعات وجود دارد ولی برعکس است. اینکه mاگر  مشابه مولفه دیگر فرکانسی برعکس فرم اولیه خود ظاهر می شود.

باشد را انتخاب می کردیم، اطلاعات  m=18وقتی  fsرا که در محدوده  fs = 119 samples/secباشد، به کاربرد آن وابسته است. اتفاقاً اگر بنا بود که 

در یک  193این جدول با نمونه های این تحلیل ها را بطور خلاصه نشان داده است. در  6نشان داد شده صحیح است. جدول  6.13آنطور که در شکل 

دیگر فرکانس های نمونه برداری مطلوب بوده چون هر فرکانس  ثانیه  نتایج در دو فرکانس که مقدار مشاهده شده مشابهی را منتج می شوند، بدست می آید.

 واقعی با تنها یک فرکانس مشاهده شده آدرس داده می شود.

 

 برداری باندگذر آشکار شدند. : فرکانسهایی که با نمونه6.1جدول 

 

 است؟ 193/2بزرگتر از  83/193چرا فرکانس 

• Zaman Malekzade 

• Dear Michael after studying some of chapters of your book (DSP 299. VERSION) ... 

• May 1 (6 days ago) 

• Michael Weeks  

• May 2 (4 days ago) 

• to me, mweeks  

• Hello Zaman, 
 
I see why this is confusing. Perhaps "193/2" should be "193/2/193" to make 



the two comparable. Or "This frequency component 83/193 is greater" 
would be clearer as "This apparent frequency at 83 Hz is greater". 
 
By the way, there is a second edition of the book available. 
 
-MCW 

 تبدیل فوریه

اول محسوب در زمینه های مختلف  شامل پزشکی، نور، فیزیک، ژئوفیزیک و مهندسی الکترونیک تبدیل فوریه بعنوان یک وسیله و ابزار تجزیه و تحلیل متد

ل به ما اجازه می دهد تا اطلاعات فرکانسی را از نسخه تغییر شکل یافته تبدیل فوریه استفاده می کنند. اساسا، این تبدی MPEGو  JPEGمی شود. در عمل 

بسیاری از سامانه استریویی ردیف هایی از چراغهای کوچک دارند بعنوان مثال بجای اطلاعات زمانی نگاه کنیم چیزی که معمولا اغلب مردم با آن مواجهند. 

د چرغهای بیشتری در یک ردیف روشن شده و ستونهایی منور را ایجاد که بر حسب قدرت باند فرکانسی روشن می شوند. بعنوان مثال، هر چه صدا ریزتر باش

تبدیل  .می کنند که در حین پخش صدا برخاسته و یا نشسته می شوند. این پدیده نوعی از اطلاعات محسوب می شود که توسط تبدیل فوریه تولید می شود

پردازیم چون این نسخه با اطلاعات یا داده گسسته کار می کند. داده های ما در زمان گسسته فوریه نسخه ای از تبدیل فوریه است که ما قصد داریم به آن ب

تعداد دیگر نمونه بگیریم این داده ها بر حسب فرکانس هایی که ارائه می  Nگسسته هستند پس می توانیم فرض کنیم که تناوبی هستند. به عبارت دیگر اگر 

استفاده می کنیم که اطلاعات فرکانسی گسسته که فرض می کنیم تناوبی  DFTبلا داشتیم. در این وضعیت ما از کنند، در واقع تکرار داده هایی هستند که ق

ر در قسمت بالا کل پاسخ و در بخش ومشاهده می کنیم. شکل مذک eeنمودار پاسخ بزرگای فرکانسی را برای صدای  5.1هستند تولید می کنند. در شکل 

 هرتز را نشان می دهد. 699س تا تقریباً پایینی مقدار منتخب در فرکان

 

( پاسخ بزرگای فرکانسی را برای فایل صوتی دیگری را که مربوط است به یک آهنگ ملایم از باخ نشان می دهد.قسمت بالای 5.2نمودار شکل بعدی )

متری از این شکل را که محتوی اطلاعات تا هرتز را نشان می دهد در حالیکه در قسمت پایینی بخش ک  22969تا  9شکل محدوده کل فرکانسی از 

که با  هرتز است را نشان می دهد. چیز جالبی که باید توجه شود این است که قله ها در بزرگا بطور منظم نسبت به هم قرار دارند. این مورد وقتی 4699

سه قله را که بزرگای شان افزایش پیدا می کند و  1999Hzز سیگنال واقعی سر و کار  داریم خصوصاً موسیقی برخورد می شود. بعنوان مثال درست قبل ا

که مربوط است به یک نوای نی  5.3مربوط به سه فرکانس مختلف ولی مرتبط به هم هستند را مشاهده می کنیم ما به این هارمونیک می گوییم. در شکل 

 ص و بقیه در حد صفر هستند. بطور واضح تری این پدیده را مشاهده می کنیم. چهار فرکانس بطور ملموسی مشخ



 

 

موسیقی هایی ضبط  (CDs)هرتز( بطور اختیاری انتخاب نشدند. دیسک های فشرده  22969تا  9محدوده فرکانسی که در شکل بالا ظاهر می شود، )از 

را  ری بیشتر از فرکانس شنوایی ما هستندهرتز را که قد 22969تا  9نمونه برثانیه که اجازه می دهند تا صداهایی در محدوده فرکانسی  44199شده با 

هرتز هستند. ارگ که این  4999دارای فرکانس کمتر از  5.2ذخیره کنند. جای تعجب ندارد تقریباً همه محتوی فرکانسی در موسیقی مندرج در شکل 

هرتز( که  29ورا صوت را تولید می کنند ) یعنی زیر موسیقی را می نوازد صداها با محدوده وسیعی فرکانسی را تولید می کند. بعض از ارگ ها نت های ما

کیلوهرتز هستند. اما این اصوات برای یک موسیقی خوب  19اغلب آدم ها قادر به شنیدن آن نیستند )مشابه امواج زمین لرزه(. همچنین صداهایی که بیش از 

مل گیتار، ویولون، چنگ، طبل و شیپور( نمی توانند نت هایی با فرکانس مورد نیاز نیستند. برای تجسم بیشتر اغلب وسایل صوتی را در نظر بگیرید )شا

هرتز را تولید نمایند. گرچه وسایلی هستند که می توانند هارمونیک های بیش از این فرکانس را تولید نمایند. یک پیانو فرکانس با  4999اساسی بیش از 

دیل فوریه شیوه ای است برای به تصویر کشاندن زمان پیوسته، داده غیر متناوب به فرکانس فرکانس را تولید می کند. تب 4185تا بیش از  6..2محدوده 

را به داده غیر تناوبی پیوسته و داده غیر متناوب در حوزه فرکانس. یک متغیر موسوم به سری های فوریه با داده های تناوبی که در زمان پیوسته کار می کند و آن

استفاده  (DTFT)ی بر میگرداند. وقتی داده ها در زمان گسسته  وغیر تناوبی هستند، می توانیم از تبدیل فوریه زمان گسسته و به فرکانس گسسته غیر تناوب

می  م که تناوبی هستند(کنیم تا نمایشی از یک داده با فرکانس پیوسته و تناوبی را ارائه نماییم. خلاصه اینکه وقتی داده ها در زمان گسسته ) و ما فرض می کنی

 برای بدست آوردن یک فرکانس پیوسته با فرض تناوبی بودن استفاده کنیم.   DFTتوانیم از 

 



 تبدیل سریع در مقابل تبدیل گسسته فوریه

Fast Fourier Transform (FFT)  یا تبدیل سریع فوریه یک الگوریتم هوشمند برای انجام تبدیل فوریه گسسته یاDFT  است. همانطور که انتظار می

رقم می خورد اما بسیار سریعتر چون از الگوریتم خاصی تبعیت می کند. این تبدیل یک میانبر بزرگ  DFTود، با انجام این تبدیل نتایج مشابهی نسبت به ر

زیری یک نمودار  این اختلاف را نشان می دهد. منحنی 5.4محسوب شده چون به محقق اجازه می داد تا طی زمان معقولی تبدیل فوریه را انجام دهد. شکل 

Nlog2(N)  در حالیکه دیگریN2   .است 

 

عملیات را انجام  N2( که DFTبیلیون محاسبه را در یک ثانیه انجام می دهد. یک الگوریتم ) نظیر  2GHz  ،2در  4پردازشگر مدل جدید پنتیوم بعنوان مثال 

ماه می کشد ولی برای  3برابر فوق برسد این مدت به حدود  1999ر داده به نمونه داده را تحلیل کند. اگ 199999ثانیه طول می کشد تا  6می دهد 

را ممکن می   IFFTهمو  FFTثانیه طول می کشد. متلب هم تابع  1.33را انجام می دهد این عملیات فقط  Nlog2Nکه تعداد عملیات  FFTالگوریتم 

شد ولی این موضوع در متلب نیاز به این محدودیت ندارد. در اغلب کاربردها صفرها به داده با 2نیاز دارد اندازه داده به توان  FFTسازد. برای سرعت بهینه 

لاعاتی را اضافه نمی ها اضافه می شوند بدون آنکه تاثیر منفی بر نتایج بگذارند. در واقع صفرها برای آنکه نتایج بهتر بنظر برسند اضافه می شوند. صفرها اط

است. در بخش سه دیدیم فیلترها   zero - paddingرا تغییر می دهند. این تکنیک موسوم به  DFTو یا   FFTرد استفاده کنند اما فرکانس های تحلیل مو

بطور کارامدی این عمل را انجام داد. استفاده دیگر شامل تحلیل اثر فیلتر بر روی سیگنال و طراحی فیلتر  fftکانوولوشن را انجام می دهند. می توان بکمک 

FIR بک( مکFFT را می توان نام برد. هر وقت مسئله به )DFT  نیاز داردFFT .را بجای آن می توان انجام داد 

DFT 

  را نشان می دهد: DFTرابطه زیر 

 

-eده از این نوع تبدیل انواع مختلفی دارد. بعنوان مثال استفا .می نامیم DFTاز “ شکل مستطیلی”است. ما به این معادله   m=9…..N-1در رابطه فوق 

j2πnm/N  .بجای سینوسی است که حل آنرا برای ما آسانتر می سازد 

 

می تواند محاسبه شود اما  DFTرا حساب می کند. هدف آن این است که نشان دهد چگونه  DFTمتلب وجود دارد که  ”function“در اینجا یک تابع 

یه مختلط را بر می گرداند که دو قسمت اطلاعات را بر حسب عدد مختلط در ارتباط با یی که بر روی متلب نصب است را ندارد. این تابع آرا FFTکارایی 



که معمولا بزرگا و زاویه فاز هستند. درست مانند وقتی که می خواهیم داده را از مختصات کارتزین به مختصات قطبی   .شامل می شود yو  xمختصات 

توجه کنید که چقدر عبارت جبری کسینوس و سینوس به هم به بزرگا و فاز تبدیل نماییم.  هستند راببریم، می توانیم اطلاعاتی که بصورت اعداد مختلط 

را از سیگنال  DFTکد زیر با یک مثال موضوع را بازتر می کنیم: هستند. این تبدیل بسط داده یک بعدی به ماتریس دو بعدی است.  mو  nمشابه و تابعی از 

یک ماتریس را نشان می  5.1نیز با فرض اینکه برنامه فوق وجود داشته باشد کار می کند.( جدول  dftاستفاده می کند اما  fftبدست می آورد. )این کد از 

که در ستون دارد برای سیگنال  mاست و ملاحظه می کنیم که مقادیر را بر حسب مقادیر  nدهد که حاصل حل سیگنال مثال فوق است. ردیف مربوط به 

شاهده کنید که چطور هر ردیف دارای نمونه سیگنال مربوطه ) داده های حوزه زمان( ولی حاصل جمع هر یک از ستون حاصل اعمال محاسبه می کند. م

DFT  .)بر سیگنال است )داده حوزه فرکانس 

 

ه در حوزه زمان را در تعداد نقاط بایستی حاصل ضرب نمون( sum(abs(Matrix(r,:)))اگر بنا بود جمع بزرگاها را در طول هر ردیف بدست آوریم )یعنی 

N  بدست می آوردیم. هرe-jθ    .چگونگی حاصل جمع مقادیر نمایی مختلط ممکن  بزرگای واحد دارد این مقادیر بردار مختلط با بزرگای واحد هستند

راه دیگری را برای نمایش این  5.2(. جدول a+jbاست واضح نباشد. می توانیم همیشه این مقادیر را نخست به مختصات کارتزین تبدیل کنیم ) به شکل 

ارائه شده از سوی متلب است چون بخش  DFTارائه می کند. براحتی می توانیم چک کنیم که جمع ستون مساوی نتیجه  DFTداده در قالب مستطیلی معادله 

 های حقیقی و مجازی را بطور جداگانه جمع می کنیم. 

 

 ,X[m]  ،2πm(9)/Nفرکانس های مورد استفاده برای  X[m]را منتج می شود. به عبارت دیگر برای هر خروجی  هر ستون یک نقطه حوزه فرکانس منفرد

2πm(1)/N,…., 2πm(N-1)/N    است. تعداد فرکانس های مورد استفاده کاملا به تعداد نقاطی که داریم وابسته است که توسط فرکانس نمونه برداری

 انس های تحلیل با رابطه زیر ارائه می شوند:ما تعیین می شود. بنابر این فرک

f analysis  [m]   = mf sampling   /N 

 ترسیم طیف

 را معرفی می کند:  Xکد زیر یک سیگنال  برای اینکه به چگونگی بدست آوردن یک طیف آشنا شویم به یک مثال بسنده می کنیم:

% Set up an example signal 

n = 9:00; % number of points 

fs = 299;  % sampling frequency 

Ts = 1/fs; % sampling period 



% x is our example signal 

x = cos(2*pi*29*n*Ts + pi/4) +  3*cos(2*pi*49*n*Ts - 2*pi/6) +   2*cos(2*pi*59*n*Ts + pi/8); 

 نیاز است که از تبدیل فوریه قابل استخراج است. Xاکنون به اطلاعات فرکانسی از 

% Find the spectrum 

X = fft(x); 

m = 9:length(X)-1;  

 اگر به وضوح فرکانسی نیاز باشد کد زیر آنرا نشان می دهد:

disp(sprintf('Freq resolution is every %6.2f Hz',... 

  fs/length(X))); 

 برای دیدن طیف هم فرکانس و هم زاویه فاز را نشان می دهیم:

% Plot magnitudes 

subplot(2,1,1);  

stem(m*fs/length(X),abs(X), 'b'); 

ylabel('magnitude'); 

xlabel('frequency (Hz)'); 

title('Frequency magnitude response'); 

% Plot phase angles 

subplot(2,1,2);  

stem(m*fs/length(X),angle(X).*X3, 'b'); 

ylabel('phase angle'); 

xlabel('frequency (Hz)'); 

title('Phase angle plot'); 

هرتز را مشاهده  59و  49،  29خواهد شد که بوضوح حضور محتوی فرکانسی در  5.6اگر برنامه فوق را اجرا نماییم شکل گراف چیزی مشابه شکل 

با این حال مواردی در شکل ملاحظه  در سیگنال اولیه ای که ارائه نمودیم. 2و  3، 1که متناسب است با  199و  169، 69می کنیم با بزرگای بترتیب 

حالیکه ما به می شود که ممکن است ناخوشایند باشد بعنوان مثال اولا چون سیگنال اولیه حقیقی است، پاسخ بزرگای فرکانسی یک تصویر آینه ای دارد. در 

رد نیز به نصف این تصویر نیاز داریم. نمودار فاز حاوی اطلاعات می افتد که در این مو xنیمه نخست آن نیاز داریم. برای فازها نیز همین اتفاق در حول محور 

هرتز ملاحظه می شود که دامنه صفر است در حالیکه زاویه فاز نسبتا بزرگ است. لازم بذکر است که ما انتظار  89زیادی است بعنوان مثال در فرکانس 

 باشد.     π+تا  π–داریم زوایای فاز بین 



 

را معرفی که به ما  half_mراحتی می توان نیمه نخست را هم برای بزرگا و هم برای فاز تصویر نمود. می توانیم یک متغیر بنام برای حل مشکل نخست، ب

آن را به  1قرار دهد. اما وقتی که از آن استفاده می کنیم، باید دقت نمود که  mنصف محدوده ای که از برنامه استخراج می شود را ارائه نموده و آنرا جای 

 اضافه نمایم چون ما از صفر آغاز کردیم.

half_m = 9:ceil(length(X)/2); 

stem(half_m*fs/length(X),abs(X(half_m+1)), 'b') 

است همچنین  158.1e-13-2.2456e-16i-جواب  X=2برای مشکل دوم )فاز( به اطلاعات بیشتری نیازمند است. مقداری را به نرم افزار می دهیم: مثلاً 

را جستجو می کنیم، مقدار یا جواب  abs(x(2))است. همچنین  3.1283-   می کنیم مقدار برگشتی یا جواب 128.را جستجو angle(X(2) مقدار

حتی وقتی که نزدیک به صفر هستند، صحه  Xاست. دستورات فوق به تردیدات ما مبنی بر اینکه زوایای فاز برای هر مقدار از  1.58.3e-13متلب 

رای حل این مشکل از مقدار مجاز استفاده می کنیم. اگر بزرگا کوچکتر از مقدار مجاز باشد، بنابر این فرض می کنیم مقدار فاز صفر است. میگذارند. ب

 ت. بالاخره بزرگا ها به مقدار مشارکت سینوسی ها دلالت دارند. اگر مشارکت سینوسی تقریباً صفر باشد در نظر گرفتن فاز برای آن منطقی نیس

% The next 3 lines allow us to ignore phases  

% that go with very small magnitudes. 

tolerance = 9.99991; 

X2 = ceil(abs(X) - tolerance); 

X3 = round(X2 ./ (X2+1)); 

% X3 above is a vector of 9s and 1s 

ات برداری باینری ایجاد می شود. تفریق، بزرگا ها را برای مان تفکیک می کنند چون دستورات بالا ممکن است قدری مبهم باشند اما با اجرای این دستور

آنها را صفر می کند. اکنون  ceilهمه بزرگاها مثبت هستند، مقادیر منفی بعد از تفریق به فازهایی که ما باید آنها را در نظر نگیریم منسوب می شوند و تابع 

( مقادیری بدست می ایند که 1به خودش )باضافه  X2هستند را مشخص نماییم. با تقسیم هر  1و  9که بین  X2یر مشکل ما این است که باید تکلیف مقاد

بر می گرداند. نتیجه عملیات در  1نیز موضوعیت ندارد. گرد کردن عدد نیز اعداد نزدیک به یک را بصورت  9هستند ضمن اینکه تقسیم بر  1صفر یا تقریباً 

ها که برای فازهایی است که می خواهیم آنها را ببینیم. نمودار زیر  1شود که شامل صفرها برای مقادیری است که مورد نظر ما نیست و ذخیره می  X3بردار 

ن جلوگیری ز تکرار آنتایج را نشان می دهد که مقادیر فاز را که بزرگای نزدیک به صفر دارند را صفر نگه داشته است. این نمودار مقادیر را نصف ننموده تا ا

 نماید ولی می توان این موضوع را در کد گنجاند.



subplot(2,1,2); 

stem(m*fs/length(X),angle(X).*X3, 'b'); 

خواهیم داشت  5.5 حالا می توانیم همه موارد فوق را در یک برنامه لحاظ نموده و طیف را ترسیم نماییم. وقتی این برنامه را اجرا نماییم، شکلی مشابه شکل

برنامه الحاق شده به این اسلاید یک جمع بندی از برنامه ای که تاکنون بصورت قطعه قطعه نشان  در آن بزرگا و فاز بر حسب فرکانس ها ترسیم شده اند.که 

 –ترسیم بزرگا  –انسی چاپ وضوح فرک –پیدا کردن تبدیل فوریه  –دادیم را ارائه نموده که از اهم مراحل آن عبارتست از ارائه یک سیگنال با چند سینوسی 

 ترسیم فاز که البته قبل از آن فازهایی که بزرگا های مربوطه شان مقادیر کوچک دارند صفر می شوند.   

 

     Zero Paddingصفر گذاری  

تفاقی که در این فرایند یک وضوح فرکانسی با شکل صاف تری از آن سیگنال مواجه می شویم. ابا وقتی سطح یک سیگنال را در حوزه زمان صفر می کنیم 

ضافه نمی کند. گذاری اطلاعات جدیدی را اضوح سیگنال را مشخص می کند و صفرحادث می شود این است که در واقع طول سیگنال نمونه برداری شده و

چگونه می توانیم  انسی ندارد.گذاری شده باعث می شود شکل سیگنال در حوزه فرکانس مطلوبتر شود، این روش تاثیری بر وضوح فرکاگر چه سیگنال صفر

 ω=2πfفرکانس رادیان از بخشی از جواب باید با تبدیل فوریه پیوسته انجام شود. برای راحتی کار  سیگنال خود در حوزه زمان را صفرگذاری نماییم؟

 فرکانس اشتباه گرفته شود.    fاییم بدون اینکه با برای تابع خود استفاده نم f(t)استفاده می کنیم. استفاده از این قالب فرکانس به ما اجازه می دهد از 

 تابع پیوسته فوریه:

 

است. بنابر این می توان رابطه قبل را با رابطه زیر جایگزین  a <b< cمقدار صفر و فرض نمایید  [a,b]سیگنالی است که در خارج از بازه  f(t)فرض کنید 

 نماییم:

 

 است پس عبارت دوم صفر خواهد بود. پس  صفر [a,b]ج از بازه خارچون مقدار تابع 



 

را در خارج از محدوده در نظر بگیریم و چه نگیریم. برای یک سیگنال ناپیوسته  f(t)مشابه هستند چه مقدار   F(ω)مقادیراین برای سیگنال های پیوسته بنابر

“discrete” حوزه زمان بوده بنابر این اضافه کردن صفر به این معنی است که  تعداد نقاط برای سیگنال در حوزه فرکانس مساوی تعداد نقاط سیگنال در

 مقادیر بیشتری از نقاط در حوزه فرکانسی وجود خواهد داشت. در نتیجه تحلیل فرکانس ها ریزتر می شود چون به هم نزدیک تر هستند. 

 DFT  (shifting theory)تئوری جابجایی

نمونه نخست و  kابراز می دارد نمونه برداری یک سیگنال حتی وقتی که نمونه ها جابجا شوند نظیر حذف وجود دارد که  DFTتئوری موسوم به جابجایی 

بر حسب پاسخ بزرگای فرکانسی( را به همراه خواهد داشت. این تئوری حائز اهمیت است چون مبین ی توالی نمونه ها، نتایج مشابه )اضافه کردن آن به انتها

ی برای آغاز ثبت نمونه ها وجود ندارد. برنامه زیر این ایده را بازتر می کند. توجه نمایید که چگونه دستور پلات، دو سیگنال را این است که یک زمان بحران

نشان می دهد که  ..5شکل  ان کنید.یگر نظیر قرمز و سیاه را نیز امتحدر یک زمان روی نمودار می گذارد یکی با رنگ آبی و دیگری سبز. رنگ های د

ت. باید خروجی برای این برنامه به هم شبیه هستند. اگرچه زوایای فاز مختلف هستند، بزرگاهای فرکانسی برای سیگنال اولیه و جابجا شده مشابه اس چقدر

اینصورت قادر  انتظار داشته باشیم زوایای فاز مختلف باشد چون این مقادیر چگونگی به خط شدگی سیگنال مرکب با نمونه ها را تعیین می کنند. در غیر

 نخواهیم بود تا به سیگنال اولیه از طریق تبدیل معکوس برگردیم.

 

 تبدیل گسسته معکوس  فوریه

  بصورت زیر است: (IDFT)تبدیل فوریه گسسته معکوس 

 

ست که در رابطه تبدیل معکوس و علامت مثبت ا N/1دقت کنید. تفاوت اصلی این دو در وجود  DFTاست. به تشابه این تابع با  n=9….N-1در این رابطه 

وقتی بوجود  وجود دارد. علامت مثبت انطباق ندارد، تبدیل معکوس با استفاده از آنچه که ما بعنوان مزدوج مختلط می شناسیم کار می کند. مزدوج مختلط

ا با علامت ستاره در بالای عبارت نشان می مختلط مزدوج هستند. مزدوج مختلط ر j2+4و  j2-4بعنوان مثال می آید که بخش مختلط علامت منفی دارد 

 .  *b=aیا  *a=bباشد می توان گفت که  .b=3-jو  .a=3+jدهند. اگر 

 بصورت زیر است که در آن فرم توانی جای سینوسی را با استفاده از فرمول اولر می گیرد.  IDFTشکل دیگر 



 

که قبلاً ارائه شد، این برنامه نیز درصدد این است تا فقط نشان  DFTه می کند. مشابه برنامه را محاسب IDFTدر زیر این پاراگراف تابع متلب اضافه شده که 

و  DFTوجود دارد که عملکرد مشابه ولی سریعتری دارد.  در پاراگراف زیر دو تابع  ifftمحاسبه می شود. در خود متلب تابعی بنام  IDFTدهد که چگونه 

IDFT گرفته است. نخست سیگنال  بوسیله متلب مورد مقایسه قرارmysignal  نمونه را ارائه نموده بعد تابع چندDFT  فراخوانده می شود. سپسIDFT 

 باشد. مقادیر یک رقم  گرد شده و مقادیر حقیقی منعکس و مجازی حذف می شوند.     mysignalذخیره می شود. این فایل باید مشابه  mysignal_2در اجرا و 

 م فوریهتبدیل معکوس و مستقی

انجام می دهیم با مقدار مشابهی کار  IDFTاجرا می کنیم، و سپس  DFTدر این بخش نشان خواهیم داد که وقتی یک سیگنال را اختیار می کنیم، بر روی آن 

 را که آغاز نمودیم، پایان خواهیم برد. نخست کار را با مرور فرمول های گذشته شروع می کنیم:

DFT: 

 

IDFT: 

 

است، می توان  N=4را با استفاده از رابطه فوق پیدا کرده و چون می دانیم که  DFTشروع می کنیم.  x={x9, x1, x2, x3  }یک مثال از سیگنال  کار را با

 آنرا در فرمول جایگذاری نماییم. سپس تبدیل معکوس را انجام می دهیم:

 

 

 وق جایگزین می کنیم:را که در صفحه قبل بدست آوردیم، در رابطه ف X[m]سپس مقادیر 

 

 با ترکیب نمایی ها:

 



 فاکتور از عامل مشترک: 

 

 با ساده نمودن 

 

 با ساده تر کردن بیشتر داریم:

 

 باشد چه چیزی بدست می آید: n=1بیایید ببینیم که اگر 

 :ضریب عدد صحیحی از آن حذف می شوند. بعنوان مثال 2πمربوط به زوایا  و هر زاویه ای که بزرگتر از  2π(-5)/4بیاد آورید که این مقادیر نمایی نظیر 

ej2π(-5)/4 = e-j12π/4 = e-j3π= e-j(2π+π) = e-jπ 

 

 بنابر این:

 

در جدول زیر سینوسی ها محاسبه و مقادیر آن در عبارت فوق قرار داده می  سپس و بکمک فرمول اولر بجای نمایی ها، سینوسی ها را جایگزین می نماییم.

 شود.  



 

 

 

 با ساده نمودن عبارت قبل داریم:

 

 با دسته بندی عبارات فوق عبارت زیر بدست می آید:

 

در تبدیل معکوس ظاهر می شود تا خروجی  N/1این تبدیل معکوس به ما داده هایی که در تبدیل مستقیم از آن استفاده کردیم را بر می گرداند. عبارت بنابر

ادیر ورودی با بزرگای اولیه برگرداند. در اینجا عملیات برگرداندن داده هایی که تبدیل معکوس بر روی آنها انجام شده فقط ها را به مقیاس در آورد و به مق

 بر روی اولین داده اجرا شد. دانشجویان می توانند مشابه این روند را برای دیگر داده ها مورد بررسی قرار دهند. 

 (Leakage) نشت

DFT پیامد این موضوع این است که بعضی وقت ها فرکانس هایی که در سیگنال حاضر هستند، در وضوح بینهایت ندارد .DFT  بطور واضح مشخص نمی

وضوع شوند و پاسخ بزرگای فرکانسی شان بنظر می رسد که در سطح چندین فرکانس تحلیلی پخش می شود. این پدیده به نشت معروف است. کد زیر این م

. اگر به دقت نگاه کنیم مشاهده خواهید نمود که معادلاتی  x2و  x1زیر ما دو سیگنال نمونه برداری شده را نمایش می دهیم: را مشخص می کند. در کد 

( که دوره  fs2یا  fs1که این دو سیگنال را معرفی می کنند مشابه هم هستند. آنچه که ما تغییر می دهیم پارامترها هستند شامل فرکانس نمونه برداری ) 

نتایج در نمودارهای زیر  هستند(. n2و  n1( و تعداد نمونه ها یی که می خوانیم ) که به تعداد نمونه های Ts2یا  Ts1وب نمونه برداری را تغییر می دهد )تنا

منعکس  5.8شکل  نمونه در ثانیه، یک نمودار طیفی مشابه آنچیزی که در 1999با فرکانس  xنمونه می گیریم از سیگنال  199منعکس شده است. وقتی 

سیگنال را شده بدست می آید. این سیگنال نتایج را وقتی که فرکانس های تحلیلی با فرکانس حاضر در سیگنال جور باشند، نشان می دهد. شکل دوم همان 

 (. چون5.0تغییر می کند )شکل  نمونه در ثانیه 1913نمونه در  00به  fsو فرکانس نمونه برداری  Nنشان می دهد لیکن در اینجا تعداد نمونه برداری 

 

 



 

 

استفاده می شود را متاثر می سازد. برای شکل دوم  DFT(، فرکانس تحلیلی را که در  fsو  Nاست، تغییر در هر یک )یا هر دو( پارامترها ) یعنی پارامتر 

ام فرکانس ها پخش شده است. سیگنال تغییر نکرده ولی ( فرکانس تحلیلی با فرکانس های سیگنال جور نیست بنابر این محتوی طیفی در طول تم5.0)

شد. حتی نگاهمان به اطلاعات سیگنال چرا. یک پنجره روشی است برای تغییر سیگنال ورودی طوری که پرش ناگهانی )ناپیوستگی( در آن وجود نداشته با

به عبارت دیگر ورودی برای  کنید، یک تابع پنجره به آن تحمیل می نمایید.اگر شما یک تابع پنجره استفاده نمی کنید، وقتی از یک سیگنال نمونه برداری می 

در نظر گرفته می شود. پرش های ناگهانی )ناپیوستگی ها( در  9همه مقادیر قبل از آنکه نمونه برداری نمایید و آنهایی که بعد از نمونه برداری وجود دارند، 

دهند. نشت وقتی بوجود می آید که فرکانس های تحلیلی بر روی فرکانس واقعی موجود قرار نمی پاسخ فرکانسی بصورت تابع سینک خود را نشان می 

نشت پیدا می کند یعنی خود را بصورت دیگر فرکانس جا می زند. عمل  DFTگیرند. این به معنی آن است که اطلاعات واقعی به دیگر دسته های خروجی 

یک نسخه نمونه برداری شده  DFT( کاهش می دهد که بنوبه خود باعث کاهش نشت می شود چون  (CFT)وریه پنجره لبه تابع سینک را ) از تابع پیوسته ف

 هنسخ CFTیک سیگنال نگاه کنید )یعنی یک سینوسی منفرد( تابع سینک را ملاحظه می کنیم. به یک  CFTاز یک تابع پیوسته است. به عبارت دیگر به 

نمونه برداری کنیم  CFTسیگنال سینک با سطح لبه کمتر را ملاحظه می کنیم )گرچه لبه اصلی پهن تر است(.  اگر از  پنجره از همان سیگنال نگاه کنید یک

ر لبه ها ممکن است خوشحال باشیم و از آن درست در نقطه بین لبه های سینک نمونه برداری کنیم جاییکه دو یا سه قله و چندین مقادیر غیر صفر بخاط

 ما فرکانس های بهتری که با مقادیر واقعی موجود جور باشند را نشان خواهند داد.  DFTهای این سینک کمتر باشد، داریم. هر چه لبه 

 هارمونیک ها و تبدیل فوریه

آنها هستند  زهارمونیک ها و تبدیل فوریه بطور نزدیکی به هم وابسته هستند. هارمونیک ها سینوسی هایی هستند که  به فرکانس اساسی وابسته و ضرائبی ا

هدف آن تخمین یک موج مثلثی مرکب از سینوسی ها است. وقتی این برنامه اجرا می و برنامه زیر هارمونیک ها را نشان می دهد  و....  f9  , 2f9  , 3f9نظیر 

تز استفاده می کنیم. بعد از ایجاد یک بهتر و بهتر می شوند. از یک فرکانس اساسی یک هر مین ها با اضافه نمودن سینوسی هاشود، ملاحظه می کنیم که تخ

پیدا می کند. سپس بزرگاها و فازها را برای همه سینوسی ها مرتبط با نتایج بدست  fftآنرا بکمک دستور  DFTبه صورت یک موج مثلثی، برنامه  xسیگنال 

توقف بین اجرای هر لوپ، که خود معرف پیشرفت عملیات محاسبه می شود. در نهایت برنامه مجموع سینوسی ها را نشان خواهد داد که با  DFTآمده از 

عملیات اجرا شده )با نقطه چین( و دیگری در پایان )که با خط  1/5نتیجه را در دو وضعیت یکی در وضعیتی که  5.19محاسبه است، همراه است. شکل 

 بر مشخص است(.    



 

ک سیگنال است که با آن کار می کند: یک موج مثلثی. در زیر نشان می دهیم که چگونه برنامه اولین چیزی که برنامه مبادرت به انجام آن می نماید ایجاد ی

با یک موج مربعی کار می کند. به انتهای لوپ نگاه کنید که در آن دستور پلات و توقف تعبیه شده است. می توانستیم بجای آن از دستور 

“plotharmonic” زی یک سیگنال اولیه را با فرایند پله به پله انجام می دهد. بجای موج مثلثی در یک تمرین دیگر استفاده کنیم اما برنامه حاضر بازسا

روند تخمین یک موج اره ای را مشاهده می کنید. این شکل  5.11تایپ شود. در شکل  clear allسیگنال زیر را بگنجانید. بهتر است بین ایندو دستور 

ات مورد استفاده قرار گرفتند نشان می دهد. توجه کنید که بزرگترین تفاوت بین اولیه و مقدار تخمین زده شده نقطه همچنین نتیجه را وقتی که تمامی عبار

تخمین موج مربعی قبلی را در یک ششم سینوسی ها و نیز  5.12پایانی است. سینوسی تخمینی فرض می کند که الگوی مورد نظر تکرار می شود. شکل 

 دهد. همه سینوسی ها نشان می 

 

 



سیگنال ها مطلوب هستند اما آنها کامل نیستند. در حوزه  DFTنسخه . و نهایی نشان می دهد 1/5ترکیبی از موج اره ای و مربعی را در مرخله  5.13شکل 

احتی این کار عملی می شود. فرکانس ناپیوستگی ها در سیگنال نظیر فراز و نشیب تند و سریع به دشواری نشان داده می شود در حالیکه در حوزه زمان بر

 بعنوان مثال تابع ضربه:     

X(t) =1 , t=9 

X(t) =9 ,    هر جای دیگر 

 

ین کار یک سینوسی اما برای نشان دادن این )تابع ضربه( در حوزه فرکانس به تعداد بینهایت سینوسی نیاز است. به این مشکل از طریق دیگر نگاه کنید برای ا

نیم دامنه در دو فرکانس مثبت و منفی نشان داده می شود و برای همه فرکانس  ”spike“ید. در حوزه فرکانس بسادگی توسط یک قله ساده را در نظر بگیر

 های دیگر مقادیر صفر است: 

 Cos(φ)=(ejφ+e-jφ)/2  یادآوری فرمول معکوس اولر:

 

 

که به ما مقدار تابع را در هر زمان ارائه می دهد. ثبت مقادیر این سیگنال  دامنه( cos(2πft+φ)*) اگر بخواهیم همین سیگنال را در زمان نشان بدهیم داریم:

تعریف شده برای هر زمان نیازمند نوشتن بینهایت عبارت است. این امر ما را به این سمت سوق می دهد که نتیجه بگیریم آنچه که در حوزه زمان بخوبی 

می شود. همچنین آنچه که در حوزه فرکانس بخوبی قابل ارائه است در حوزه زمان به دشواری بیان می شود. است، در حوزه فرکانس بگونه ی ضعیف نمودار 

 در واقع این اصل عدم قطعیت ورنر هیسنبرگ است:

Werner Heisenberg’s uncertainty principle   

 



 فرکانس نمونه برداری و طیف

تصویر آینه ای  fsتا  fs/2نمونه در ثانیه نمونه برداری می شود، نمودار بزرگا فرکانسی از   fsی با نرخ دیدیم وقتی از یک سیگنال واقع DFTهمانطور که با 

ساخته شده و یا می توان آنها را به این صورت نوشت. اگر یک سیگنال مختلط بود یک  cos(θ)است. یک سیگنال واقعی از مولفه هایی نظیر  fs/2تا  9

، یک سیگنال واقعی همیشه مولفه فرکانسی  Cos(φ)=(ejφ+e-jφ)/2  باید وجود داشته باشد. چون: jcos(θ)به آن نظیر یا چیزی مشا jsin(θ)مولفه 

 مثبت و منفی بر روی نمودار طیف خواهد داشت.  

 

 و داشتن قانون اولر :  Cos(θ)=(ejθ+e-jθ)/2با داشتن 

ejθ   = cos(θ) + jsin(θ)  

ejθ   = (ejθ   +e-jθ   )/2 + jsin(θ) 

ejθ  /2 = e-jθ /2 + jsin(θ) 

jsin(θ) = (ejθ  - e-jθ   )/2  

 داشتیم :  cos(θ)+jsin(φ)این به معنی آنست که سیگنال مختلط نیزدارای دو مولفه فرکانسی است. البته اگر ما یک سیگنال نظیر

cos(θ) + jsin(φ)= ejθ/2+e-jθ/2 + ejφ  /2 - e-jφ   /2  

 cos(θ) + jsin(θ) = ejθ: اینباشد بنابر  θ=φاگر 

به فیلتر به این دلیل توجهمان را فقط به نیمه نخست پاسخ فرکانسی معطوف می نماییم. در اینصورت اگر فرکانس های مورد نظر فرکانس های کم باشند 

ولفه فرکانس کم )تغییر آرام( بعد از آنکه ( موسوم هستند. این به معنی آن است که هر م5.16( و برعکس فیلتر گذر بالا )شکل 5.14گذر پایین )شکل 

خود را نشان دهد به آن  5.16سیستم بر سیگنال عمل می کند باقی می ماند. مولفه های بالا گذر کاهنده و یا فیلتر می شوند. وقتی که به صورت شکل 

 فیلتر بالاگذر گوییم. 

          



خروجی سیستم وقتی تابع ضربه بصورت ورودی داده شود، یافت. این مورد به پاسخ ضربه ی سیستم بر روی  DFTپاسخ فرکانسی را می توان بعد از اجرای 

 .    zero paddedموسوم است. در صورت تمایل به دریافت پاسخ ضربه با ظاهر صافتر تابع ضربه باید صفرگذاری شود   

 خلاصه

داخته است. تبدیل فوریه محتوی )طیف( فرکانسی یک سیگنال را ارائه می کند. با داشتن این فصل به تبدیل فوریه و تبدیل معکوس فوریه و مباحث مرتبط پر

 ن بدست آورد.هر سری از نمونه ها می توانیم مجموعه ای از سینوسی هایی که سیگنال را تخمین می زنند را داشته باشیم گرچه دقیقا خود سیگنال را نتوا

 

 موفق و پیروز باشید

 پایان

 1303تیرماه 




